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Resumen

Las plataformas paralelas flexibles (PPF) se emplean para el posicionamiento de alta precision en variadas
aplicaciones cientificas, médicas e industriales. La Teoria de Helicoides permite sintetizar este tipo de
plataformas en forma sistematica. En este trabajo se aborda el problema de ubicar automaticamente a las vigas
de restriccion para una plataforma paralela flexible cuando se parten de los movimientos tridimensionales
deseados, conformando el espacio de libertad, y restricciones espaciales adicionales (plano de las fijaciones,
volumen en que debe estar inscripto el mecanismo, etc). Se propone un algoritmo tal que dado un punto
determina la direccion del helicoide de linea que sea reciproco al espacio de libertad deseado. Los puntos que se
analizaran en el espacio resultante son los que pertenecen a la superficie del cuerpo rigido, construyendo un
espacio de restriccion conformado tnicamente por helicoides de linea. La dimension de este espacio indicara si
el mecanismo puede implementarse fisicamente con flexores de viga o no. Este algoritmo se aplica para la
sintesis un mecanismo con un grado de libertad y otro de tres grados de libertad.

Palabras clave: plataforma paralela flexible; Teoria de Helicoides; geometria computacional de lineas.

Abstract

Parallel flexure stages (PFS) are used for high-precision positioning in several scientific, medical, and industrial
applications. Screw Theory allows designers to synthesize this type of platform systematically. In this work, we
address the problem of automatically locating the constraint beams for a flexible parallel platform starting from
the desired three-dimensional movements, known as the freedom space, and additional spatial constraints
(ground plane, volume in which the mechanism must be enclosed, and others). An algorithm is proposed such
that, given a point, it determines the direction of the line screw that is reciprocal to the desired freedom space.
The points to be analyzed in the resulting space are those that belong to the surface of the rigid body platform,
constructing a constraint space formed only by line screws. The dimension of this space will indicate whether the
mechanism can (or cannot) be physically implemented with beam flexures. This algorithm is employed to
synthesis a mechanism with one degree of freedom and another of three degrees of freedom.

Keywords: parallel flexure stage; Screw Theory; computational line geometry
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1. Introduccion

Las plataformas paralelas flexibles (PPF) se emplean
para el posicionamiento de alta precision, desviacion
de luz laser, en robodtica de nanomanipulacion y en
variadas  aplicaciones cientificas, médicas e
industriales. El formalismo de la Teoria de Helicoides
es el mas adecuado, por su simplicidad y solidez
matematica, para disefiar sistematicamente PPFs
planas y tridimensionales con pequefias deflexiones,
para evaluar sus modos y frecuencias de vibracion [1],
y para desacoplar sus actuaciones favoreciendo su
controlabilidad y aumento de precision [2].

Una de las etapas del disefio vacantes de ser
automatizadas es la de convertir espacios de
restriccion en vigas. Esto puede asistirse con graficas
predefinidas en atlas de espacios de helicoides, como
los propuestos por Hopkins [3] seguido de las Reglas
de Blanding [4] o en forma analitica, como proponen
Su y Tari [5]. Esta ultima metodologia, de sélida base
matematica, es dificil de implementar en forma
automatica.

En este trabajo se aborda el problema de ubicar
automaticamente a las vigas de restriccion para una
plataforma paralela flexible cuando se parten de los
movimientos tridimensionales deseados y
restricciones espaciales. De no contar con asistencia
computacional, el usuario debe proponer vigas
manualmente siguiendo las conocidas Reglas de
Blanding [4], que para la compleja geometria
tridimensional y/o combinatoria de soluciones
posibles se puede volver muy tedioso.

El trabajo es el primero que aborda como implementar
vigas para un espacio de restricciéon dado, en forma
automatica. Este problema geométrico es muy
interesante porque el disefiador podra disponer
automaticamente de una familia de lineas que
satisfacen el espacio de restriccion y enfocarse a
tareas de eleccion de las mas adecuadas ya sea
mediante reglas empiricas o mediante técnicas de
optimizacion computacional.

Como dato inicial, se parte de los movimientos
tridimensionales deseados para el cuerpo rigido que se
desea mover, expresados en términos de helicoides y
con ello se obtiene el espacio de libertad T.
Adicionalmente, se pueden contemplar restricciones
espaciales de disefio, tales como la superficie de
fijaciéon de los extremos de las vigas de restriccion.
Las vigas se pueden representar como helicoides de
linea. Un helicoide de linea queda definido por un
punto que pertenece a la recta y por su vector
direccion.

El problema de disefio de la PPF consiste en hallar los
helicoides de linea que sean reciprocos al espacio T.
Se propone un algoritmo tal que dado un punto
determina la direccion del helicoide de linea que sea
reciproco a T. Los puntos que se analizaran en el
espacio resultante son los que pertenecen a la
superficie inferior del cuerpo rigido, construyendo un
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espacio de restriccion conformado Unicamente por
helicoides de linea. La dimension de este espacio
indicard si el mecanismo puede implementarse
fisicamente con flexores de viga o no.

Este algoritmo se aplica para la sintesis un mecanismo
con un grado de libertad y otro de tres grados de
libertad.

2. Diseno basado en restriccion

El disefio basado en restricciones se fundamenta en
que el movimiento de un mecanismo queda definido
por la localizacion y orientacion de los elementos
restrictivos que lo componen. Este método fue
introducido por Maxwell y, posteriormente, definido
para el disefio de maquinas de precision por Blanding
[3]. En los mecanismos tradicionales de precision, el
rango de movimiento es acotado, lo que permitio
simplificar el  andlisis  cinematico. Estas
simplificaciones permitieron enunciar las reglas de
Blanding, que describen el movimiento de los
mecanismos y su relacion con los elementos de
restriccion. Estas reglas también facilitaron el disefio
de los mecanismos flexibles.

Blanding define una viga esbelta como una restriccion
ideal, la cual tiene una gran rigidez en direccion de su
eje y una gran flexibilidad en la direccion
perpendicular a su eje, este modelo es acertado para
pequetios desplazamientos del extremo de la viga.

(a) (b)

E R; :
(©) Rt)

.\.F:

"--..*_ T

x

Figura 1. (a) Elemento flexible tipo viga, (b) y los 5
grados de libertad que permite. (c) Representacion

simplificada del flexor como restriccion ideal.

En la figura (1a) se representa una viga esbelta, con
un extremo empotrado y el otro libre. El eje de la viga
es coincidente con el eje z del sistema de referencia.
Por lo tanto, la viga restringe el desplazamiento a lo
largo del eje z y permite las rotaciones Ry, R, y R,.
Ademas, permite las traslaciones T, y T,,, ver
figura (1b). Todos estos movimientos generan
desplazamientos infinitesimales perpendiculares a lo
largo de la viga. La viga se representa de manera
simplificada como un segmento de linea como se
indica en la figura (Ic) y se denomina linea de
restriccion.

Para simplificar, se analizaran los movimientos en el
plano x-y del cuerpo S de la figura (2a). En este caso,
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los movimientos posibles son las traslaciones T, T, y
la rotacion R,. Al cuerpo S se conecta la viga wy,

Figura 2. Helicoide definido por una linea (s ; s¢) y
un paso h. Fuente: elaboracion propia.

cuyo otro extremo se encuentra fijo a un cuerpo
tomado como fijo. Como la viga posee gran rigidez a
lo largo de la linea de restriccion impide la traslacion
T, del cuerpo S. Esta observacion determina una de
las reglas de Blanding:

o Un punto de un cuerpo a lo largo de la linea de
restriccion solo puede moverse
perpendicularmente a la linea de restriccion, y no
a lo largo de ella.

Como consecuencia, dos restricciones (vigas)
ubicadas a lo largo de la misma linea de restriccion
son equivalentes, es decir, son redundantes. Esto es
valido tUnicamente por hipotesis de pequefios
desplazamientos.

Los movimientos permitidos del cuerpo S de la figura
(2b) son una traslacion T, y una rotacién R,. Toda
traslacion puede ser representada por una rotacion,
cuyo eje se ubica en el infinito y con una orientacion
perpendicular al movimiento de la traslacion. Por lo
que R, es equivalente a Ty,

Blanding establecidé que cada grado de libertad de un
cuerpo puede ser representado por una rotacion y
llamo a cada eje de rotacion “Linea de libertad”.

La regla de los patrones complementarios de Blanding
define la relacion entre los grados de libertad y las
restricciones:

e Cada linea de libertad interseca a cada linea de
restriccion

Esta regla también contempla el caso en el que el
punto de interseccion se encuentre en el infinito, es
decir, que la linea de libertad sea paralela a la linea de
restriccion.

3. Teoria de Helicoides

Un helicoide, denotado por $, es un vector de
dimensién seis, compuesto por dos vectores de tres
dimensiones $ = (s; s%)

Figura 3. Helicoide definido por una linea (s; s¢) y
un paso h. Fuente: elaboracion propia.

En la Figura (3) se encuentran representados dichos
vectores, donde s es el vector direccion del eje del
helicoide y s° es la suma de dos vectores:

(a) So = 1 X s es el momento del vector s

con respecto al marco de referencia 0 — xyz.
(b)  hs: es el producto del vector direccion con el
escalar h, denominado paso del helicoide.

Entonces, un helicoide queda definido por tres
entidades: (i) el vector direccion s, (ii) el vector
posicion r, y (iii) el escalar h denominado paso.
Cuando el valor del paso es cero, el helicoide
representa una linea recta en el espacio (S; Sg) y esta
manera de representar la recta en el espacio se define
como coordenadas de Pliicker.

4. Teoria de helicoides en el diseiio basado en
restriccion

Un helicoide puede utilizarse para la representacion
del desplazamiento infinitesimal (en inglés, Twist) de
un cuerpo, a través de la combinaciéon de una
traslacion a lo largo de un eje y una rotacion alrededor
del mismo eje.

El helicoide de desplazamiento se define como:

t= [Aese] =[rx AGA i  26) M

donde A0 es el vector de desplazamientos rotacionales
que apunta en la direccion del helicoide y 8 es el
desplazamiento lineal o traslacional, r es el vector de
localizacion que va desde el origen hasta cualquier
punto a lo largo del eje del helicoide y h es el paso del
helicoide que determina la relacion entre la rotacion y
el desplazamiento existente en el movimiento.

La fuerza y el momento, al igual que la rotacion y
traslacion, pueden ser representados por un helicoide.
El helicoide de fuerza/momento (en inglés, Wrench)
se define como:

w:[-fc]:[cxff+qf] @)

donde f es un vector de fuerza que apunta en la
direccion del helicoide y T representa el momento del
helicoide alrededor del origen del sistema
coordenado, ¢ es el vector de localizacion que va
desde el origen hasta cualquier punto a lo largo del eje
del helicoide y g es el paso del helicoide que
determina la relacion entre la fuerza y el momento.

4.1. Producto reciproco

El trabajo de una fuerza w sobre un cuerpo con un
movimiento t es definido por el producto reciproco
del helicoide de fuerza y del helicoide de movimiento

wot=f-8+1-A0 3)



Un helicoide de movimiento es reciproco a un
helicoide de fuerza cuando su producto reciproco es
cero. La ecuacion (3) se puede escribir también como
un producto de vectores y matrices

wot=wTQt 4)

donde Q es la matriz de intercambio

Q= [03><3 sta]

I3xz 0343
donde I3z v 0343 son, respectivamente, matrices 3x3

identidad y nula.

La primera regla de Blanding establece que el
movimiento del cuerpo es perpendicular a la linea de
restriccion, es decir, el trabajo es nulo. Si el
movimiento y la restriccién se expresan en términos
de helicoides, esto significa que deben ser reciprocos.
Ademas, que los helicoides sean reciprocos conlleva
que se intersecan, ya sea en un punto propio o
impropio.

4.2. Espacio de libertad y espacio de restriccion

Los movimientos que puede tener un cuerpo en el
espacio son representados por helicoides de
desplazamiento. El espacio de libertad esta

conformado por todos los helicoides de
desplazamientos  linealmente independientes y
expresado de forma matricial como

T=[t; t; .. ty] (5)

donde N determina la dimension del espacio de
libertad y los helicoides t; son los vectores bases del
espacio de libertad, por lo tanto, cualquier
movimiento permitido del cuerpo puede expresarse
como combinacion lineal de los t;.

El espacio de restricciones estd formado por los
helicoides de fuerza de restriccion linealmente
independientes que impiden ciertos movimientos del
cuerpo y, al igual que el espacio de libertad, es
expresado de forma matricial como

W=[wg W We_n] (5

La dimension del espacio de restriccion estd en
funcion de la dimension del espacio de libertad (o
viceversa). Cualquier restriccion que pueda expresarse
como combinacion lineal de los vectores w; es una
restriccion redundante.

La definicion de un helicoide reciproco a otro puede
ser extendida a sistemas de helicoides. Un sistema de
helicoides T es reciproco a otro sistema de helicoide
W si el producto reciproco de cada uno de sus
helicoides es cero. Por ejemplo, se conoce el espacio
de restriccion W del cuerpo S de la figura (4), que esta
conformado por tres helicoides de fuerza pura
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Figura 4. Helicoide definido por una linea (s ; sq) y un
paso h. Fuente: elaboracion propia.

(5)

SO OO
S O OO
SO O Rr o

0 0 h

aplicando la definicién de producto reciproco de la
ecuacion (4) se obtiene que el espacio de libertad es el
espacio nulo de WTQ

T = null(WTQ)

100
010

6
[0 00 ©
00 0
loooJ
00 1

La teoria de helicoides permite expresar los principios
del disefio basado en restriccion en términos
matematicos.

5. Sintesis de mecanismos paralelos

En la sintesis de mecanismos paralelos, se parte del
espacio de libertad T y de las dimensiones del cuerpo
rigido del mecanismo que se desea mover. El objetivo
es determinar la ubicacion de los flexores tipo viga
que permitan el espacio de libertad T y se vinculen al
cuerpo rigido.

Dado el espacio de libertad T compuesto por m
helicoides linealmente independientes

T=[t ¢ tnlexm (7
se considera un helicoide de fuerza pura
_[ W 8
w= [r X wF] ®

este helicoide de linea representa el eje del elemento
flexor tipo viga.

Para que w pertenezca al espacio de restriccion de T,
debe cumplir que el trabajo de las fuerzas de
restriccion sea nulo. En términos de helicoides, esto se
expresa mediante la nulidad del producto reciproco

Tow=20 9
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Al desarrollar esta ecuacion, se obtiene

T (rxwg) + TS wg =0 (10)

donde T es la matriz que contiene los vectores
direcciones del espacio de libertad T y Ts es la matriz
que contiene los vectores traslacion del espacio de
libertad. El producto vectorial (r X wg) se puede
reemplazar por un producto matricial (¥wg). La
matriz antisimétrica I se define como

0 - n
F=|n 0 -n (11)
-1, T 0
reemplazando F en la ecuacion (10)
TEFwp + T wg =0 (12)
y sacando factor comun, se obtiene
(TEF+THwe =0 (13)

Linxs)y Wg =0

donde L(;;x3) €s la matriz cuyo espacio nulo es el
espacio de los vectores direccion de w que pasan por
el punto r.

El punto r debe ubicarse dentro del espacio ocupado
por el cuerpo rigido del mecanismo. Esto garantiza
que el flexor tipo viga esté correctamente vinculado al
cuerpo rigido.

Una vez definido el punto r, se obtiene el vector
direccion wg , y con ellos se construye el helicoide de
linea w.

El ultimo paso para definir si el mecanismo puede ser
construido con flexores tipo viga es encontrar un
conjunto de helicoides de lineas cuya dimension sea
6 —m. Este paso puede resolverse analiticamente o
numéricamente. A continuacion, se resolvera para dos
ejemplos.

5.1 Mecanismo de 1 grado de libertad

t
Cuando el espacio de libertad t= [t';’] es de

dimension m = 1, la matriz L adopta la siguiente
forma

Laxs) =thF+ts (14)

Generalmente, la dimensiéon de L sera n = 1, y la
dimensiéon de su espacio nulo serd 3 — n. Esto
significa que por cualquier punto r pasan 2 helicoides
de linea linealmente independientes. Existe un caso
particular cuando el grado de libertad es una rotacion

te=[p, v, >

y se analiza la matriz L en los puntos del eje de
rotacion. Remplazando la ecuacion (15) en la
ecuacion (14) y trabajando algebraicamente, se
obtiene

Laxs) =t P+ (pr x t,)"
= (P Xxte)" + (P xtw)" (16)
=((-p+p1) xt,)

donde p y p; son puntos arbitrarios sobre el eje de
rotacion, y su diferencia da un vector de igual
direccion al eje de rotacion, es decir, —p + p; = t,.
Por lo tanto, L(;x3y = 0 sera de dimension n = 0.
Esto significa que por cualquier punto r ubicado sobre
el eje de rotacion pasan 3 helicoides de linea
linealmente independientes.
En la figura (5a) se ilustra un cuerpo rigido S sobre el
cual se desea obtener el espacio de libertad

4

3 T
tp, = |- -—
R T 0 0 0 O

Para resolver la sintesis del mecanismo de manera
numérica, se determina el espacio nulo de la matriz
L(1x3) de la ecuacion (14) para el conjunto de puntos
de la figura (5b). Por simplicidad ilustrativa se han
seleccionado puntos unicamente de las caras laterales
e inferior del cuerpo S, y no de todas las caras. Los
puntos se distribuyen en una grilla de

(17)

Figura 5. Disefio de un mecanismo paralelo: (a) dimensiones del cuerpo rigido sobre el cual se desea una rotacion
tg . (b) Puntos del cuerpo en los que se analizara si existen restricciones ideales. (¢) Solucion numérica para la

sintesis del mecanismo. Fuente: elaboracion propia.



10mm X 10mm. De todos los puntos, sélo p; y p, se
ubican sobre el eje de rotacion.

En la figura (5¢) se muestra el conjunto de helicoides
de linea que pertenecen al espacio de restriccion de
tg. Por cada punto pasan dos helicoides de linea,
salvo en p; y p,, donde pasan tres. Este conjunto de
helicoides de linea tiene dimension 5, por lo tanto, el
mecanismo puede ser construido con flexores tipo
viga.

Este  mismo  problema puede  resolverse
analiticamente. La matriz L de la ecuacion (14)
depende de tres variables [, 7, 73] y se determinara
su espacio nulo utilizando célculo simbodlico de
Matlab. Para ello, es necesario asumir dos estados por
cada variable: nulo y no nulo. La combinacién de
estos estados da como resultado 8 posibles vectores de
posicion

rr=[0 0 0]
rp=[n 0 0]
;=0 n 0]
r,=[0 0 n]”
r: =[0 n %]’ (18)
rg=[rn O TZ]T
=% n 0]
p=[% T =]

Por cada vector r; se obtendran, al menos, dos
vectores direccion. Resolviendo, se obtiene
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5.2 Mecanismo de 3 grados de libertad

Dado el espacio de libertad T de dimension 3

_ Tt LA T3 20
t=le] Ll Ll @
la matriz L adopta la siguiente forma
thi P+ thy
Lixs) = [th, P+t (21)

ths P+ ths

La dimension de L serd de hasta n = 3 y la
dimension de su espacio nulo serd 3 — n.

A partir de los tres grados de libertad, el espacio fila
de L puede tener una dimension igual o mayor que el
espacio columna de L, lo que implica que su espacio
nulo estara conformado Unicamente por el vector
nulo. En otras palabras, existiran puntos en el espacio
donde no habra helicoides de linea que pertenezcan al
espacio de restriccion de T.

Se analiza el caso, cuyo espacio de libertad es

Tz[tHx tHy tHz]
10 0 10 07"

=01 0 0 1 O
0 01 0 0 -1

(22)

donde ty; son movimientos helicoidales en la
direccion i. Estos movimientos son los que se desean
obtener en la plataforma S, ver figura (6a).

a1

[ 1 00 0 0 0 r,
0 10 0 0 0
0 01 0 0 0
1 00 0 0 0 ry
0 10 0 0 rT
1 00 0 0 —7rY rs
0 10 0 0 0
8/5 10 —r. (8r.)/5 0 ry
W= 0 01 0 0 0
8/5 1 0 —r, (8)/5 —(8ry)/5 r;
—(8ry)/(572) 01 r, —(8ry)/5 (8r3)/(5r2)
3/5 10 —r. (8.)/5 T r's
T2 /T 01 0 0 0
1 00 0 0 sy rr
0 10 0 0 T
8/5 10 —r, (8.)/5 r, — (8r,)/5 Irs
| (51, —8r,)/(5r.) 0 1 1, —(8r,)/5 —(ry(5r, —8r,))/(5r.) | (19)

W es el conjunto de helicoides de linea que pertenecen
al espacio de restriccion de tg. A la derecha de cada
helicoide de linea se indica el valor de r; con el cual
se calculd. La dimension de W es 5, lo cual indica que
el mecanismo se puede implementar fisicamente.

En este caso la matriz L adopta la siguiente forma

1 -n =
L=|nrn —Ty

1 (23)
-1, T 1
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donde [ry, 7, 7] son las coordenadas de un punto
genérico p.

Para la sintesis numérica, se traza una grilla de
0,1mm X 0,1mm sobre las caras del cuerpo rigido y,
en cada uno de los puntos, se determina el espacio
nulo de la matriz L de la ecuacion (23). En la figura
(6a) se muestra el conjunto de helicoides de linea que
pertenecen al espacio de restriccion. La dimension de
este conjunto de lineas es 3, por lo tanto, el
mecanismo puede construirse.

En la sintesis analitica se debe analizar el
determinante de la matriz L. Para este ejemplo se
analiza el determinante de la ecuacion (23)

det(L) =2 +nr} —1f —1 (24)

El det(L) debe ser cero, esto asegura que el espacio
nulo de L sea al menos de dimension 1
det(L) =0
4 -rf—-1=0
e4n-rf=1

(25)

Los puntos cuyas coordenadas cumplen la ecuacioén
(25) se ubican sobre un hiperboloide de una hoja, ello
se puede apreciar en el resultado de la sintesis
numérica, figura (6b).

Una vez definido el espacio factible de solucion, se
deben determinar tres puntos por los cuales pasen tres
helicoides de linea linealmente independientes. En
este ejemplo, la solucion es simple: se deben escoger

2/

Figura 6. Disefio de un mecanismo paralelo: (a)
Espacio de libertad, 3 movimientos helicoidales ty;
cuyos ejes son ortogonales entre si. (b) (c) Solucion
numérica para la sintesis del mecanismo. Fuente:
elaboracion propia.

tres puntos coplanares que, a su vez, se ubiquen sobre
el hiperboloide de una hoja. Si embargo, no todos los
casos admiten un analisis simple y directo.

Por ello, una vez calculado el determinante de L, debe
ser evaluado para cada uno de los vectores de
posicion de la ecuacion (18) e igualado a cero. La
relacion entre las coordenadas de los puntos que se
obtengan sera sustituida en la matriz L v,
posteriormente, se determinara su espacio nulo. En la
ecuacion (26) se presentan los helicoides de linea que
se obtuvieron para este caso

W=

0 —1 1 0 1 1 ry
0 1 1 0 -1 1
1 0 1 —1 0] 1 r3
—1 0 1 1 0 1
1 —rs 1 N S S 1
()7 (24’7 (r2 1) (21"
S S T 1 —_1 _ —rs 1 rs
(r241)'? (r2+1)'/2 (r2+1)'/% (r2+1)'?
1 (r2-1)'/* 1 r3-p'”?
_E } Ut 1/2 1 E - J Ty‘l,.l’2 1
1 (r3—1) 1 (r3—1)
- — Ty 1 Ty " Ty 1
T 1 1 _ T _ 1 1
('J‘E-I—l)l'n (r“f—l)]’!j (7'§+1] 1/2 ('J‘E-I—l)l-";-"
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6. Conclusiones

Partiendo del espacio de libertad deseado en un
cuerpo, se determina el espacio de restriccion
conformado por flexores tipo viga. Esto se logrd
implementando las reglas de Blanding en términos de
helicoides e interpretando los flexores de viga como
lineas. El algoritmo propuesto puede ser resuelto de
manera analitica (simbdlica) y numérica.

Se implement6 este nuevo algoritmo en la sintesis de
un mecanismo con un grado de libertad de rotacion y
otro mecanismo con tres grados de libertad
helicoidales. En la sintesis, se obtuvo el espacio
factible de flexores de viga que permiten la
construccion de los mecanismos.

Estos resultados son los primeros pasos claves para
obtener un disefio automatico de mecanismos
flexibles paralelos. Por lo tanto, es factible que el
algoritmo pueda ser incluido en interfaces graficas de
sistemas de ingenieria asistida por computadora.
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