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Resumo

Este trabalho visa calcular numericamente o coeficiente de arrasto em uma placa imersa em um gés rarefeito no
regime de transi¢do, considerando um angulo de ataque nulo e um nimero de Mach arbitrério. Utilizando o modelo
cinético proposto por Shakhov para a equagdo de Boltzmann e o método de velocidades discretas. Como condicao
de contorno, o espalhamento difuso para as moléculas gasosas na superficie é assumido. O nimero de Knudsen
(Kn) é fundamental para caracterizar o grau de rarefacdo do gés, determinando quando o regime de moléculas
livres, transicdo ou continuo prevalece. Além do coeficiente de arrasto, sdo calculadas caracteristicas
macroscdpicas do gas, como presséo e velocidade, em fungdo de Kn e do nimero de Mach. Este estudo é relevante
para diversas areas, incluindo engenharia aeroespacial, tecnologia de vacuo e microssistemas eletrénicos, onde a
compreensdo dos fendmenos fisicos em regimes rarefeitos é crucial para o desenvolvimento de novas tecnologias.

Palavras-chave: coeficiente de arrasto; gés rarefeito; regime de transi¢do; espalhamento difuso.
Abstract

This work aims to numerically calculate the drag coefficient on a plate immersed in a rarefied gas in the transition
regime, considering a zero angle of attack and an arbitrary Mach number. Using the kinetic model proposed by
Shakhov for the Boltzmann equation and the discrete velocity method. As a boundary condition, diffuse scattering
for gas molecules on the surface is assumed. The Knudsen number (Kn) is fundamental in characterizing the degree
of gas rarefaction, determining when the free molecular, transition, or continuum regime prevails. In addition to
the drag coefficient, macroscopic characteristics of the gas, such as pressure and velocity, are calculated as a
function of Kn and the Mach number. This study is relevant to various fields, including aerospace engineering,
vacuum technology, and microsystems electronics, where understanding physical phenomena in rarefied regimes
is crucial for the development of new technologies.

Keywords: drag coefficient; rarefied gas; transitional regime; diffuse scattering.

escoamento de gases rarefeitos (CERCIGNANI,
1975). A equagdo de Boltzmann é uma equacdo

1. Introducéo

Na analise da dindmica de gases rarefeitos, um
parametro crucial para caracterizar a rarefacdo do gas
é 0 nimero de Knudsen (Kn), definido como a razao
entre o caminho livre médio molecular e uma dimenséo
caracteristica do sistema gasoso em estudo. Quando Kn
<< 1 (regime continuo), as equagdes da mecanica dos
meios continuos sdo validas. No entanto, em situacdes
onde Kn >> 1 (regime de moléculas livres) ou Kn = 1
(regime de transicdo), métodos que consideram a
natureza microscopica do gas se tornam necessarios.

Neste trabalho, calcula-se o coeficiente de arrasto em
uma placa imersa em um gas rarefeito no regime de
transicdo. Para essa analise, a equagdo de Boltzmann é
utilizada devido a sua aplicabilidade em problemas de

integro-diferencial que descreve a evolucéo da funcéo
de distribuicdo de velocidades moleculares, permitindo
0 célculo de grandezas macroscopicas do gas, como
pressao, temperatura e velocidade.

Embora a solucdo da equacdo de Boltzmann apresente
desafios computacionais significativos, existem
modelos matematicos na literatura que visam
simplificar o termo das colisdes intermoleculares,
tornando sua solugdo mais vidvel. Neste contexto,
destacam-se 0s modelos BGK e S, propostos por
Bhatnagar, Gross e Krook (BHATNAGAR; GROSS;
KROOK, 1954), e Shakhov (SHAKHOV, 1968),
respectivamente, que tém sido amplamente



empregados para resolver problemas de escoamento de
gases rarefeitos.

O coeficiente de arrasto para o regime de moléculas
livres é calculado analiticamente em angulo de ataque
arbitrario e os resultados séo utilizados para validacao
do codigo numérico elaborado. Os calculos numéricos
foram feitos com base no modelo BGK para a equacao
de Boltzmann. A condicdo de contorno de
espalhamento difuso é utilizada para a interagdo gas-
superficie. Os resultados obtidos fornecem uma maior
compreensdo do comportamento do coeficiente de
arrasto em condic¢des de rarefacdo, contribuindo assim
para o avanco do conhecimento e o desenvolvimento
de novas tecnologias.

2. Formulacéo do problema

Considera-se uma placa plana de comprimento L e
temperatura T em um gas rarefeito. Conforme
ilustrado na Figura 1, o angulo de ataque é denotado
por a, e a + 8 = 90 graus. O gas escoa para a direita
e, longe da placa, o gas estd em equilibrio
termodindmico com temperatura T,,, pressao p.,, €
velocidade de escoamento constante e igual a U,,.

Figura 1. Esquema para o regime de moléculas livres.
Fonte: elaboragdo propria.

A temperatura da placa é um pardmetro para o
problema, mas foi assumido que Tw= T, = 300 K. O
nimero de Mach, parametro utilizado nos calculos, é
mostrado na equacao (1).

o oo [T
M°°_c_5’ Cs = ym (1)

Onde ¢; denota a velocidade do som no gas, vy é a razao
entre os calores especificos no gés, k é a constante de
Boltzmann e m a massa atémica ou molecular. Em

Lz P 5
nosso problema, o gas é monoatdmico, portanto, y = >
O parametro de rarefacdo do gas € proporcional ao
inverso do ndmero de Knudsen (Kn), e pode ser escrito

na equacao (2).

§ =2 )

HVeo

Onde L ¢ o comprimento da placa, p € a pressdo, p € a
viscosidade do gas e v, € dado na equagdo (3).
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v = [P @)

O objetivo é calcular o coeficiente de arrasto na placa
em funcdo do pardmetro de rarefacdo e do nimero de
Mach, considerando o espalhamento difuso na
condicéo de contorno.

Os vetores de velocidade molecular ¢ e a velocidade
macroscopica do gas U sdo escritos em termos de
vetores unitarios normais e tangenciais a placa,
mostrados nas equacdes (4) e (5).

§=aA+ 6T+ G x D) 4)
U=Ucosafi+Usinat (5)

A é o vetor unitario normal e £ é o vetor unitario
tangencial.

Longe da placa, é assumido equilibrio termodinamico,
onde a funcdo de distribuicdo de velocidade molecular
é dada pela fungdo de Maxwell, mostrada na equacao

(6).

fOO (Xl f) = 5
Poo ) 2Uco
(2nRT)32 EXP ( 2RTe ) exp [ZRTOO (¢ cosa+
&, sin a)] ©)

Onde p,, € a densidade distante da placa, R é % eé=

(&1, &,,&3) é o vetor velocidade molecular do gas.
As grandezas adimensionais sdo introduzidas para a
elaboracéo do cadigo nas equagoes (7) a (15).

x=1 @)
$ = s ®)
p== 9)
V= G (10)
T=r (11)
f=1 :f: (12)
p= i (13)
ﬁij = % (14)
4i = W (15)
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Onde x € o vetor posicdo das moléculas, p;; sdo as
componentes do tensor de tensdo, §; sdo as
componentes do fluxo de calor e ¥ é a velocidade
macroscopica do gas, todos adimensionais.

Com essas consideracdes, a equacdo (6) pode ser
reescrita, mostrada na equacéo (16).

for@,§) = =z expl[=(G, — $)2 = G —
%] exp[25({; cosa + ¢, sin a)] (16)

Sendo que S é mostrado na equagéo (17).

szuﬁz\FszﬁMw (17)
Voo 2 6

2.1. Metodologia

O trabalho foi feito inicialmente utilizando o regime de
moléculas livres, que tem solugdo analitica, para
validacdo do cddigo para o regime de transigdo.

2.1.1. Equacéo cinética

A equacéo cinética atribuida para o problema vem do
modelo de BGK e é escrita na equacao (18).

Siat o= Acp(fo = f) (18)

A.p =% ¢ a constante de frequéncia de colisdo das

moléculas do gés, (X, X, &,&,,&) é fungdo de
distribuicdo de velocidade molecular e f, é escrito na
equacéo (19).

(e—v)z] (19)

_ p _
fe = (2mRT)3/2 exp[ 2RT

Adimensionalizando as equagfes (18) e (19), e
considerando a equacao (2), obtemos as equacdes (20)
e (21).

g L= Al (7 ) = 5p(f, - f)
1 2 (2RT)Z
(20)
fo=Gew [-5] 1)

As grandezas macroscopicas: densidade (p),
temperatura (T), velocidade macroscopica (U),
pressdo (p), tensor de tenséo (p;;) e fluxo de calor (q;),
sdo calculadas em termos da funcgéo de distribuicdo f
escritas nas equacg0es (22) a (27).

+0o0

p(Xy,Xp) = [T7 [T 1 fd& dE,dé, (22)

Ut Xo) = [10 00 1D §fddgdEs (29)

T(X0,Xz) = 5 0 [0 [0 (€ = U)*fdédg, dEs
(24)

p = RpT (25)

pij = o [0 0 — v) (& — v)f dE d&E,dés
(26)

=3 00 17 [0 — v)(§ — v)? fdEidE,dE
(27)

As componentes do tensor de tensdo p;3 = p,3 =0 e
a componente g5 do fluxo de calor também é nula.
Adimensionalizando, as grandezas macroscépicas séo
escritas nas equagdes (28) a (33)

PO, xz) = [0 [*7 [ fdg,di,dis (28)
D0, x) =5 [0 00 [ fdGdgds (29)

) = o [0 [0 170 @ — v fd&idgdés
(30)

p=pT (31)

ﬁij = f:: f_:o f::@i - 91)(@' - ﬁj)f dd;dd,dd;
(32)
Q=200 77 [0 - )@ - 9)? fdTydTyd,

T2

(33)
2.1.2. Condicéo de contorno

De forma geral, pode-se estabelecer uma relacéo entre
as funcdes de distribuicdo de velocidade das moléculas
incidentes e refletidas utilizando a lei de conservacdo
de massa.

Para isso, assume-se que a parede € impermeavel, ou
seja, ela ndo retém massa durante a colisdo. Essa
relacdo é descrita por (SHARIPOV, 2016), mostrada
na equacao (34).

ST = Jas o ARESNST A, & <0 (34)
&, é a componente de velocidade molecular normal a
placa, os termos com apostrofo determinam a
incidéncia, e os sem apostrofo, a reflexdo. O termo R €

0 nlcleo de espalhamento utilizado na anélise, que,
nesse caso, € o nucleo difuso, escrito na equacéo (35).

RE$) = e (- ) (35)

2.2. Regime de moléculas livres



No regime de moléculas livres, por se tratar de um
espaco em que ndo ocorrem interagdes
intermoleculares, ja que Kn > 1, podemos considerar
que a funcdo de distribuicdo de velocidade molecular
incidente (f~)é a propria fungdo de Maxwell,
mostrada na equacdo (16). Pelo mesmo motivo, o
termo a direita na equacéo (20) é nulo, ja que o termo
da constante de frequéncia de colisdo é 0. Com essas
duas consideracOes, é possivel encontrar a funcdo de
distribuicdo de velocidade molecular refletida (f*)
diretamente pela condi¢do de contorno proposta na
equacdo (34), de forma analitica.

Desta forma, substituindo o nicleo de espalhamento
difuso, f~ e adimensionalizando, obtemos f* na
equacdo (36).

ft= = exp( Q) [\/_S cosa (1 + erf(S cos a)) +
exp(— Sz(cos )] (36)

Conforme as Refs. (GOMBOSI, 1994; STORCH,
2002), o calculo das forcas que agem na placa pode ser
feito utilizando o fluxo de momentum. Desta forma, a
forca total pode ser expressapor: F = Fpi + F,j = QA,
sendo Fp, a forca de arrasto e F;, a forca de sustentacéo,
ambas dadas para a face frontal da placa (frontface). O
termo Q é o fluxo de momentum, dado por: Q =
mvs (B, + B,), e A é a area de contato da placa com o
gas.

Os termos B; e B, sdo escritos nas equagdes (37) e
(38).

fg <0 51 Nin + f1fzf + 6153 (ﬁin X f)]f-'- df
(37)

fg >0 51 Ny + f1fzf + €1€S(ﬁin X f)]f_ df
(38)

E assumido as considerac@es das equacdes (39) e (40).
{=cosafi+sinat (39)
fil=cosal+sinaj (40)
Substituindo as fungdes de distribuicéo de velocidades
moleculares (f* e f~) e resolvendo as integrais,
obtemos as expressdes para B, e B, nas equacdes (41)

e (42).

B, = fT'g [V7S cos a (1 + erf(S cos a) +
exp(—S%(cos @)?)](cosa i+ sina f) (41)

Po
BZ = 21]3\/—[

Sexp (—S?(cosa)D)]i + - 3\/_[—(1 +
erf(Scosa)) sina] j (42)

(1 + 25%)(1 + erf(S cos a)) cos a +
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Desta forma, se considerarmos ainda que mp,v3 =

WooUoo

, sendo w,, a densidade de massa por volume, QA
é escrlto na equacéo (43).

QA = W°°U°° A{— [V7S cos a (1 + erf(S cos a)) +
exp(—Sz(cos a)?)](cosai+sinaj) + " (1 +
25%)(1 +erf (Scosa)cosa i +

S —s2 2y 4 1

2\/Eexp( S?(cosa) )i+ (1+

erf(S cosa)) sina j} (43)

Separando a equacdo (43) em i e j temos as forcas de
arrasto (Fp1) e de sustentacdo (F,J), para frontface.

No presente trabalho, apenas a forca de arrasto é
calculada, mostrada na equacao (44).

U
Fo trontrace = W452 A{[VrScosa (1 +
erf(S cos a)) + exp(—S?(cos a)?)](cosa) + (1 +

25%)(1 +erf (Scosa)) cosa +
j—;exp(—Sz(cos a)?)} (44)

Com a forga, € possivel encontrar o coeficiente através
da equacéo (45).

F
CD,frontface = 171) (45)

FWoo Uz A

Portanto, o coeficiente de arrasto para uma face
(frontface) é mostrado na equagéo (46).

Cp frontface = %{[\/ES cos a (1 + erf(S cos a)) +
exp(—S?(cos@)?)](cosa) + (1 + 25H)(1 +
erf (Scosa))cosa + j—;exp(—sz(cos a)?)}  (46)

Na backface a angulacdo é dada por i = —cos(a)  —
sin(a) j e o célculo para o coeficiente aerodindmico
nas duas faces é a soma dos coeficientes para frontface
e backface, da forma mostrada na equacéo (47).

Cp (47)

= CDfrontface + CDbackface

Assim, o coeficiente de arrasto é escrito, para as duas
faces, na equacéo (48)

Cp =Siz{[\/EScosa+(1+
252)erf(S cos a)] cos a + %exp(s2 cos? a)}
(48)

2.3. Regime de transicao
No regime de transicdo ndo é possivel considerar que

ndo h& interagdes moleculares, como no regime de
moléculas livres, por esse fato, & necessario resolver a
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equacdo de Boltzmann dada pela equagdo (20)
considerando o termo de frequéncia de colisdo, sem
poder admitir que f~ é a equacdo de Maxwell. Pela
dificuldade na resolucdo, é considerado angulo de
ataque igual a zero nesse caso (a = 0).

Por conveniéncia, é necessario introduzir uma nova
funcédo ¢ para o problema, escrita na equacéao (49).

3
(2RT0)2(f~foo
R (49)
Desta forma, a equacdo (20) € escrita,

adimensionalmente, em termos de ¢, na equacéo (50).

¢ o¢ A

( (G- @2—@2—@)2 532)
+
(ZRToo)3/2¢

(ZanTw)3/2€xP< (51 \fM ) _(2 (3)]}

(50)

p
{(ZnRT)3/2 exp

Adimensionalizando, as grandezas macroscépicas que
aparecem do lado direito sdo escritas em funcédo de ¢
como mostrado nas equaces (51) a (54).

p="" """ pdgds,des + 1 (51)

5 =107 007 10 gt + ) 62

D
N

=200 1 ddty dtydl (53)

= o I TIUG = 002 + @~ 92D +
Goldg, d dg,dg; + (ﬁl - \EMOO) +93+3} (54)

Assumimos espalhamento difuso das moléculas
gasosas na superficie. Isso significa que a funcdo de
distribuicdo das moléculas refletidas é dada pela
fungdo de Maxwell com as caracteristicas da superficie
(temperatura e velocidade), escrita na equagéo (55).

fw (X1, X2, 81,82, 83) = p—WeXp(_i) (55)

(2TRTy,)3/2 2RT,
w

Onde p,, € escrito na equacéo (56).

— (2m\Y
=32 b 0008 69

Sendo que o indice w representa as propriedades da
parede. O termo 0 + 0 significa o lado de cima e o
termo 0 — 0 significa o lado de baixo da placa.

A condicdo de contorno em X, = 0, considerando
ambos os lados da placa, é escrita como na equagao
(57).

F(X,0+0,8,5,8)=f) £=20 (57)

Para introduzir a condigdo de contorno no codigo
numeérico, é necessario escrever as equagdes (55) e (56)
também em funcdo de ¢, mostrado nas equacGes (58)
e (59).

$px -§1-65-¢
' = (2RTo)3/2 tfoo = (211:RT )3/2 exp( 2RT,, )
(58)
1
=F 2_7'[ 2 PP
Pw =+ (RTW) fi§2<0 $2 ((ZRTOO); + foo)d§ (59)

Assim, a equacdo (58) pode ser escrita, isolando ¢ e
adimensionalizando, na equagéo (60).

& m3/2 2_72_72
_ PwTx RS A
B(x.0£0,01,5,8) = B exp (S0

2
—(cl - \EMOO) g —c%l (60)

Onde p,, € escrito na equacdo (61).

1
77 €XP

pw =2y (20)" (1%, 12, 1%, G s ~

1
) (61)
2.3.1. Método numérico

A solucéo do problema no regime de transi¢do nao é
analitica, sendo necessario a criagdo de um codigo
numeérico para resolvé-lo numericamente. No
problema proposto temos 5 variaveis

(%1, %2, 01, {2, {3), 0 que acaba dificultando o calculo
numeérico. Por esse motivo, duas novas fungdes sdo
introduzidas para que a varidvel {5 seja eliminada. As
funcgdes estdo presentes nas equagdes (62) e (63).

X1, %0, 8, 0) = [ pdds (62)

Y(xq,x2,61,G2) = _+ozo eonte (63)

Desta forma, podemos escrever a equagdo (50) para
cada funcdo nova, dadas pelas equacgdes (64) e (65).

6)( 6)( (1-71)2=({2-13)?
(1ax 52 —6{ exp[ 7 ]_

iexp[—<cl—ﬁ1ww) -3 -3

-x} (64)




G gx G ;;b = 5{ ex P[ Gy _(ZZ UZ)Z]
%exp[—(q fM ) -3

As grandezas macroscdpicas também sdo reescritas
em funcdo das novas funcdes nas equacdes (66) a
(69).

-y} (65)

p=J0 [ xdg dg, +1 (66)
z —ﬁ(f_*;" J27 G xdtdg, + ﬁMw) (67)
0y =0 I xdd, g, (68)
T = (70 1@ = 907 + (G = 92))x +

2
Yl d<2+<ﬁ1— \EMOO) + 93 +3) (69)

Podemos escrever a pressdo, os tensores de tensédo e 0
fluxo de calor também em funcéo de y e i, conforme
mostrado nas equacdes (70) a (76).

p=pT (70)
P =2 f_t: f::o(§1 — D1)%xdl, dT, + 2 <91 -
2
5
—) +1 (71)

D12 =2 fj;o fjg(@ — 01)(C, — D,)xdG, dT, +

2 (1?1 - \E) D, (72)

Bz =277 [*7(3 — 0,)%xd8y dT, + 202 +1 (73)
pas =20 [17 wdg, dg, + 1 (74)
=17 [0 @ = 0){@ — 97 + QG —
D)% + W}di, dg, — (191 — \EMOO) <ﬁ1 —
\EMOO>2 + 0, +2 (75)

4. = fj;o f_:o((z — D - D)%+ (G, —

2
9,)%1x + W}dG,dg, — 9, [(v - ﬁMm) +9,+2
(76)
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Desta forma, é possivel encontrar as condi¢des de
contorno para y e ¥ introduzindo as equacdes (62 e 63)
na equacdo (60). Assim, sdo obtidas as equacbes (77) e
(78).

~ 2 2
2(x1,0£0,3,,3,) = 2= exp (7] -

T, Tw/Too

2
~exp [— (zl— JéMw) —<§l 20 (77)
P00 £0,4,,3,) = 2exp (25)

1
-exp |- 20 (79)

(o) o]

Onde p,, é escrito na equacao (79) em termos de y.

pw =2y (20)" (12, 12, G xdtydty — 722 (79)

Longe da placa as func@es y e i séo nulas.
2.3.2. Célculo da forca e do coeficiente de arrasto

A forca de arrasto, por unidade de largura (X3), é
calculada através da componente de tensor de tensdo
P12, Obtida pela equacdo (72), mostrada na equacao
(80).

L/2
=-2 f+L//2 P12dX; (80)

O coeficiente de arrasto é definido em termos da forca
conforme mostrada na equagdo (81)

6 Fp

Cp = 50z wavZl (81)

5M& WooUsoL
2

As equaces (64) e (65), sujeitas as condi¢des dadas
pelas equacdes (77) e (78), foram resolvidas
numericamente usando o método de velocidades
discretas, aproximando as derivadas por diferenga
finita e as integrais pela quadratura gaussiana.

3. Resultados e discussbes

A Figura 2 mostra o comportamento do coeficiente de
arrasto em funcdo de angulo de ataque para o regime
de moléculas livres, sendo possivel observar a
contribuicdo do pardmetro S, que é diretamente
proporcional ao nimero de Mach.

A anélise do gréafico revela um desvio consideravel no
coeficiente de arrasto a medida que S varia. O desvio
maximo em relacéo a S=1 é observado quando S=10,
atingindo cerca de 90% em angulo de ataque nulo.
Com a equagdo (48) é possivel obter o perfil do
coeficiente de arrasto com a variagdo do nimero de
Mach para angulo de ataque nulo. Na Figura 3 esse
perfil € mostrado.
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Angulo de Ataque (°)

Figura 2. Coeficiente de arrasto em fungdo do angulo de ataque para varios valores de S. Fonte: elaboragao prépria.

Coeficiente de arrasto (Cp)

Figura 3. Coeficiente de arrasto em funcdo do nimero de Mach. Fonte: elaboragdo propria.

E possivel observar que, conforme o ndmero de Mach
aumenta, o coeficiente de arrasto diminui. Esse é um
perfil observado exclusivamente para o regime de
moléculas livres.

Os resultados obtidos na Figura 3 foram comparados
aos dados para moléculas livres disponiveis na
literatura (AOKI; KANBA; TAKATA, 1997),
apresentando boa concordancia, o que valida a precisdo
do método numeérico utilizado.

No regime de transicdo a funcdo de distribuicdo de
velocidades moleculares apresenta descontinuidade
nas bordas (leading e trailing edges). Esse problema
numérico é resolvido utilizando um método apropriado
para lidar com essa descontinuidade. Essa otimizacéo
do esquema numérico esta sendo feita no momento e,
em breve, teremos uma ampla tabela para o coeficiente
de arrasto em funcdo do nimero de Mach e do nimero
de Knudsen.

4. Conclusao

Os resultados obtidos no presente trabalho mostram a
dependéncia do coeficiente de arrasto no nimero de
Mach e no grau de rarefacdo do gas. Conforme
mostrado, quanto mais rarefeito é o gas, maior é a
dependéncia do coeficiente de arrasto no nimero de
Mach.
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