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Resumen

En este trabajo se proponen dos soluciones analiticas de la ecuacion de difusion de llama (ED) bidimensional y
tridimensional en estados estacionarios y transitorios (M2 y M3), basadas en la extension de la teoria de Roper
(M1) para estudiar la longitud de llama difusiva en mezclas de gas natural e hidrégeno. La metodologia consta de
derivacion de los modelos analiticos M1, M2 y M3, asi como una revisién de otras soluciones analiticas de la
ecuacion de difusién de llama en una, dos y tres dimensiones. La longitud de llama obtenida por los modelos M2
y M3 se valid6 con resultados experimentales a través del error relativo (ER). Al comparar el modelo M3 en
condiciones transitorias con los resultados de otras soluciones analiticas, se observé que el valor de ER es bajo en
comparacién con un modelo tridimensional (<2%), seguido de un modelo bidimensional (7-9%), mientras que se
obtiene un valor de ER més alto para un modelo unidimensional (16-26%), lo que indica la inadecuacion de este
altimo modelo. Finalmente, los valores de ER obtenidos con los modelos M2 y M3 indican que estos valores
flucttan menos del 10% en estado estacionario y menos del 30% en estado transitorio. En general, ambos modelos
funcionan satisfactoriamente, siendo el modelo M3 més preciso, considerando las propiedades de cada mezcla.

Palabras clave: combustién, hidrogeno, longitud de llama, llama difusiva, modelo analitico.

Abstract

In this work, two analytical solutions of the bidimensional and tridimensional flame diffusion equations (DE) in
both stead and transient conditions (M2 and M3) are proposed, based on the extension of Roper's theory (M1) to
study the diffusion flame length in natural gas and hydrogen mixtures. The methodology consists of deriving the
analytical models M1, M2, and M3, as well as a review of other analytical solutions of the flame diffusion equation
in one, two, and three dimensions. The flame length obtained from the M2 and M3 models was validated with
experimental results using the relative error (RE). Comparing the transient condition of model M3 with the results
from other analytical solutions, it was observed that the RE value is low compared to a tridimensional model
(<2%), followed by a bidimensional model (7-9%), while a higher RE value was obtained for a unidimensional
model (16-26%), indicating the inadequacy of the latter model. Finally, the RE values obtained with models M2
and M3 indicate that these values fluctuate by less than 10% in steady-state and less than 30% in transient-state.
Overall, both models perform satisfactorily, with model M3 being more accurate, considering the properties of
each mixture.

Keywords: combustion, hydrogen, flame length, diffusive flame, analytical model.
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1. Introduccioén

Aproximadamente el 90% de toda la energia utilizada
proviene directa o indirectamente de diversos procesos
de combustién. Por esta razén, las presiones climéticas
exigen un cambio drastico hacia la promocién de la
combustion con maxima conversion de energia y
minima generacion de contaminantes. A esta cuestion
se suma la crisis mundial del petroleo de 1973 que
impuls6 la busqueda de nuevas fuentes de energia [1].
En el escenario mundial, se crearon algunos planes de
incentivos para el uso de energias alternativas para
fomentar la investigacion y el desarrollo de estas
tecnologias. En este escenario, el hidrédgeno (Hz) puede
citarse como un portador de energia alternativa
sostenible en la implementacién de politicas
energéticas que no dependan de recursos fosiles o, en
Gltima instancia, del carbono. En los ultimos afios,
hemos visto un crecimiento vibrante y continuo en
todos los campos relacionados. El concepto de
"descarbonizacion™ significa literalmente reemplazar
atomos de carbono por atomos de hidrégeno [2].

Aunque numerosos investigadores a lo largo de los
afios han realizado estudios experimentales y de
simulacion que caracterizan el gas natural dopado con
mezclas de hidrégeno en diversas aplicaciones, la
mayoria de estos estudios se han centrado en el proceso
de combustion [3], los efectos de la mezcla [4], la
estructura y las zonas de reaccion [5], la transferencia
de calor radiante [6] y la formacién de contaminantes
[7]. El impacto de las caracteristicas de la Ilama en este
tipo de gas natural enriquecido con mezclas de
hidrégeno no ha recibido mucha atencién. En este
sentido, las mezclas GN-H siguen teniendo una
relevancia significativa.

Por tanto, el reto es caracterizar este tipo de mezclas en
llamas difusivas a través de modelos analiticos que
predigan los parametros aerodinamicos de la llama,
como la longitud y la forma, con el objetivo de
garantizar que las llamas puedan permanecer
encendidas cuando se sometan a diversas condiciones
de operacién. La prediccion precisa del transporte de la
llama es crucial para gestionar el disefio seguro y
eficiente de las ubicaciones de los quemadores, ya que
los niveles excesivos de radiacion térmica de la llama
a las superficies de la camara y la posibilidad de que la
llama se adhiera a la estructura del quemador son
consideraciones importantes para desarrollar un disefio
seguro del sistema. En este sentido, es importante
establecer modelos analiticos del transporte de la llama
para predecir de forma segura la dependencia del
tamafio y la trayectoria de la llama a partir de variables
como la composicién del gas combustible y la
velocidad del flujo.

XVI CIBIM — 2024, Concepcién

1.1. Transporte de la llama: ecuacion de difusion de
la llama

El transporte de la llama puede describirse a través de
la ecuacién de difusién de la Ilama (ecuacion de
adveccidn-difusion) (ED), pero su solucion se vuelve
compleja cuando se adapta a diferentes problemas de
transporte, por lo que generalmente se resuelve
numeéricamente. Estos modelos numéricos representan
una aproximacion de las ecuaciones que detallan el
proceso de transporte, por lo que la dificultad radica en
evaluar la precision. En la literatura, encontramos
algunos enfoques que evalGan la precision del esquema
numérico, como: i) refinamiento sucesivo de malla, ii)
comparacion de diferentes esquemas numéricos y iii)
el uso de soluciones analiticas. Este Gltimo enfoque es
el Unico que proporciona una precision confiable de un
esquema numérico.

Los pioneros en realizar una investigacion analitico-
experimental de la ecuacion de difusion de llama para
describir la estructura, comportamiento y propiedades
de llamas no premezcladas fueron Burke y Schumann
[8]. Los autores realizaron una investigacion teorico-
experimental en placas paralelas y conductos
circulares, considerando parametros como variaciones
en las dimensiones del conducto, coeficiente de
difusion, relacién estequiométrica entre oxigeno y
combustible, variacion de presion, precalentamiento de
combustible y oxigeno, adicién de oxigeno primario al
combustible, variacion en el espesor del conducto y
analisis quimico de los gases de llama. Posteriormente,
otros estudios analitico-experimentales de la ecuacién
de difusion fueron realizados por Roper [9] y Roper et
al. [10]. En estos estudios, se estimaron expresiones
para predecir la longitud de la llama para varias
geometrias de quemadores y diferentes regimenes de
potencia. Sus resultados fueron validados contra los
obtenidos por Burke y Schumann [8].

Con base en todo lo mencionado anteriormente, este
trabajo desarrolla dos modelos analiticos de la
ecuacion de difusion de llama en dos y tres
dimensiones tanto en régimen estacionario como
transitorio a través de una extension de la Teoria de
Roper para determinar la longitud de la Ilama difusiva
en mezclas de gas natural e hidrégeno. Estas soluciones
analiticas son esenciales para verificar esquemas
numéricos de solucion de la ecuacion de adveccion-
difusién, que consideran difusién espacialmente
variable y campo de flujo no uniforme [11].

La seccion siguiente se centra en el desarrollo de
soluciones analiticas de la ecuacién de difusion. Esta
seccién comienza con la derivacién de la solucién
analitica de Roper desarrollada para un chorro laminar
bidimensional en condiciones de estado estacionario
sin conveccion, denominado como modelo M1. Este
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modelo [9] se deriva y se prueba para comprender
cémo la geometria de los quemadores influye en los
modelos. Posteriormente, los modelos analiticos
propuestos M2 y M3 se derivan en dos y tres
dimensiones tanto en estado estacionario como
transitorio con base en la extension de la teoria de
Roper (M1). Adicionalmente, se presenta una revision
de varias soluciones analiticas de la ecuacién de
difusion.

Finalmente, la longitud de la llama difusiva obtenida a
través de las soluciones analiticas en dos y tres
dimensiones de los modelos M2 y M3 se validara con
resultados experimentales utilizando el Error Relativo.
Esta validacion también implicard una comparacion
con otras soluciones analiticas de la ecuacién de
difusion de la llama en una, dos y tres dimensiones.

2. Metodologia

A continuacion, se presentan soluciones analiticas de
la ecuacion de difusion unidimensional, bidimensional
y tridimensional, determinadas por diversos autores
para los estados estacionario y transitorio. Estas
soluciones analiticas se compararan con las soluciones
analiticas de los modelos M1, M2 y M3 desarrollados
en este trabajo para obtener el escalar conservado C
necesario para la determinacion de la longitud de
llama. Los simbolos de estas ecuaciones se han
adaptado a este estudio.

2.1. Derivacion de la ecuacion de Roper (M1)

La derivacion de la ecuacion original de Roper,
descrita en dos dimensiones en estado estacionario sin
conveccion presenta las siguientes consideraciones:

« El fenébmeno se evalla en dos dimensiones y en
estado estacionario.

« La velocidad puede cambiar a lo largo del eje de la
llama, pero es constante en el plano perpendicular
a este eje.

« Las difusividades de masa de las especies quimicas
son todas iguales.

« La temperatura y la difusividad son constantes en
las regiones de la llama donde los gradientes de
concentracion  son  significativos  (regiones
controladas por difusion).

 Los nameros de Schmidt (Sc) y Lewis (Le) son
iguales a la unidad.

« El ndmero total de moles es constante.

Cabe mencionar que en la formulacién de la teoria de
Roper, el autor define el escalar conservado C basado
en la ecuacion (1), donde f = v3.xg — Xo,, fi = VarXgo
y f, = —Xq,o. Este escalar sera utilizado en las
derivaciones de las ecuaciones de Ilama de difusion
para los modelos M2 y M3 [12].

_ ff
= f1—f @

Comprender las deducciones de las ecuaciones
originales de Roper es crucial para comprender cdmo
la geometria del quemador influye en los modelos y,
por lo tanto, comprender las derivaciones de los
modelos M2 y M3.

La ecuacién (2) se obtuvo como resultado final del
escalar conservado C, de donde se dedujo la longitud
tedrica L para cada geometria.

a2 _ ¥ 2
C — ; 19 - ff eXp [_ (114;10) _ (2420) ] dn dg (2)
T [6x6y X x

El par (mg, §,) define las coordenadas del punto donde
se requiere el valor de C.

Finalmente, las ecuaciones (3) - (7) presentan el
resultado de estas deducciones para predecir la
longitud de la llama en el quemador circular, cuadrado
y rectangular cuando las llamas estdn dominadas por
efectos de momento, efectos de flotabilidad y régimen
de transicion, respectivamente [9].

5= [amoom (L+ ] () ®
S [ | INE RO
= G ) ®
b= G () ©®

b=t (@) {427 o

-1
. 1 -z
Donde, B = [4 1nverf(m)] , S es la relacion
estequiométrica de masa que relaciona la fraccién de
. . X
masa del oxidante y el combustible, S = v, =%, X0z =
f

k, e inverf es la funcién inversa de la funcién de error,
es decir w = iverf [erf(w)].

2.2. Derivacion de la ED en 2D (M2)

Para la derivacion de la ecuacidn de difusion de llama
(ED), se realizan consideraciones adicionales a las ya
establecidas en la derivacion para el estado
estacionario presentada en la seccion 2.1 [12].

« El fenémeno se evalla en un estado transitorio
bidimensional.



« La difusion axial D, ( ) no se considera porque

se supone que el flujo de masa del gas domina el
proceso en la direccién axial, mientras que la
temperatura se considera constante en las regiones
de la llama donde los gradientes de concentracion
son significativos (regiones controladas por
difusion).
., . . ac

+ La conveccidn alejada del eje de la llama v, 5, ho

se considera.

Teniendo en cuenta las consideraciones anteriores, se
obtiene una nueva solucién analitica para la ecuacién
de difusion de la llama.

ac aC acC ac 9%C 9%C
+ X0x+vy0_+vzaz Dy (0x2)+Dy(W) (8)

La solucién analitica en 2D para el perfil en estado
estable y transitorio se muestra en las ecuaciones (9) y
(10) respectivamente.

XYoo |2v D
C(X y) ZT[DOVO\/WI: 0] o
vOJan +\;f2 )H1+D§v0 )
2Dy

1
Xyo]ZVODO %

C(X Ve t) 4nDovOt,/xyx0y0 [yxo

[ 1n2 X +ln2 ] -2[1+D3v3]t?
J (10)

4D0t

Donde, K, es la funcion de Bessel modificada del
segundo tipo de orden cero y argumento r.

2.3. Derivacion de la ED en 3D (M3)

Al igual que en la derivacion de la seccion anterior, se
afiaden consideraciones adicionales a M1 [12].

« El fendmeno se evalla en un estado transitorio
tridimensional.

. o, . a%c .
+ Se considera la difusion axial D, (67) mientras

que la temperatura se considera constante en las
regiones de la llama donde los gradientes de
concentracion  son  significativos  (regiones
controladas por difusion).

+ Se considera la conveccion alejada del eje de la

llama v, o¢
Z oz’

Teniendo en cuenta las consideraciones anteriores, se
deriva una solucion analitica novedosa para la
expresion de difusion-adveccion.
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ac ODX) ac ( aDy) ac ( 0DZ) ac
— Vi — v, ——|— v, ——|—
6t+(x ax ax+ Yy ooy 6y+ Z 9z az+

C(r e 2 ) = (5] 4o, (2
(£ (11)

Aqui, el escalar conservado se escribe como
Cx,y,7,t), t es el tiempo, A es un coeficiente que
determina la tasa de decaimiento del escalar
conservado, el vector de velocidad Vv y el coeficiente
de difusion en coordenadas cartesianas x, y y z son
(Vx vy, v, )y (D, Dy, D,), respectivamente.

Como los coeficientes de la ecuacion (11) dependen del
espacio, los términos de difusion contribuyen al
término de adveccién y los términos de adveccion
contribuyen al término de decaimiento. La Ultima
contribucién es cero si la divergencia, V.U = 0. La
ecuacion (11) representa una ecuacion diferencial
parcial donde la intencion es reducir los coeficientes
variables de los vectores de velocidad y difusién a una
ecuacion con coeficientes constantes. Esto se hara
utilizando las transformaciones que se muestran en la
ecuacion (12).

) yz= exp(VZOZ)
(12)

x = exp(vg,X), y = exp (
Donde: —o0 < X,Y,Z < oo,

Se suponen las siguientes condiciones de variacion
espacial para los coeficientes de velocidad y difusion:
Vyx = VgoX,

Vy =Vy VY Vg = Vg (13)

Dy = Doy, °x%, Dy = Dovy02y2 y D, = Dgvy,*z?
(14)
Donde:x>0,y=>0yz=>0

En cada direccién, el componente de velocidad y el
coeficiente de difusion exhiben una dependencia lineal
y cuadratica de la distancia, respectivamente. La
relacion de v, con x y v, con y surge de la
consideracion del flujo potencial [13], mientras que la
asociacion de D, y D, con v,2 se aplica en escenarios
donde el fluido pasa a través de un tubo de diametro
estrecho. Este fenomeno surge debido a los efectos
combinados de la difusién molecular y la variacion de
la velocidad a través de la seccion transversal.
Analiticamente, la dispersidn del escalar conservado a
lo largo del tubo esta gobernada por un coeficiente de
difusividad, que se puede calcular a partir de
distribuciones escalares conservadas observadas. Esta
dispersion se mueve con la velocidad media del flujo y
permanece simétrica con respecto a ella, a pesar de la
asimetria del flujo [14].
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Sustituyendo las ecuaciones (12) — (14) en la ecuacion
(11) se obtiene:

E+(1 —DOVX0)§—§+ (21 — Dovy, ) o+ (1 -
DOVZO) Z—; =D, (ZT(Z: ZTS ZZS) Cvy, + vy +
s+ ’(15)

La ecuacion (15) representa la ecuacién de difusion de
llama con coeficientes constantes. Las soluciones
analiticas en 3D se obtuvieron utilizando el mismo
enfoque utilizado para las soluciones analiticas en 2D.
Desarrollando la ecuacion (15), la solucidn analitica en
3D para el perfil en estado estacionario y transitorio se
muestra en las ecuaciones (16) y (17) respectivamente.

Cx,y,z) = : *
4mDgoy |VXOVy0Vz0|\/XYZXOYOZO

1Do 2Vy Do ZVZODO a | +Djoj
[l e ) I 3 ‘ (16)

C(X Y,z t) -

]ZVXODO

8|onVy Vzo|V(T[D0t)3(XYzXOYOZO [XO
g2 2

[l]zvyono [i]szODO exp [ aZ-[3+D3a3]t ] (17)

Yo Zo

4Dyt
Donde:

o =

2 1 2 _t
[t )]+ [ ()] + [
a2=\[vX02+

2.4. Otras soluciones analiticas de la ED

()] 9

vy 2+ v, 2 (19)

Las primeras soluciones utilizaban  técnicas

tradicionales para resolver la ecuacién clasica
unidimensional de adveccion-difusion.
Desafortunadamente, estas soluciones, obtenidas

mediante técnicas tradicionales como diferencias
finitas y elementos finitos, a menudo presentaban
amortiguamiento u oscilaciones indeseables cuando
dominaba la adveccidn. Afios después, se desarrollaron
nuevas variantes de las técnicas tradicionales y se
aplicaron nuevamente para resolver la ecuaciéon de
adveccion-difusion. Estas nuevas soluciones utilizaban
el método analitico finito [15] y el método de la funcién
de prueba 6ptima [16]. Estas soluciones funcionan bien
para problemas de estado estable.

Li et al. [17] se dieron cuenta de que las soluciones
analiticas para la ecuacion de adveccidn-difusion

utilizando variantes de las técnicas tradicionales eran
muy limitadas al resolver problemas para una fuente
instantanea. Basandose en este hallazgo, Li et al.
desarrollaron un método analitico para resolver la
ecuacion de adveccion-difusion unidimensional en una
condicién transitoria. La ecuacion de adveccion-
difusién se resolvid considerando el método de funcion
de prueba analitica finita u 6ptima, y la dependencia
del tiempo se obtuvo mediante un algoritmo eficiente
que involucra la transformada inversa de Laplace. El
resultado se muestra en la ecuacion (20).

C(x,0) = —[mverf [\/_ +
exp [%] inverf [%}:"Oi ] (20)

Zoppou y Knight [11] extendieron la solucion
propuesta por Li et al. [17] y presentaron una nueva
solucién para la ecuaciéon unidimensional de difusion-
adveccion utilizando coeficientes de difusividad y
velocidad variables espacialmente. EI modelo se
muestra en la ecuacion (21).

C(x,t) = % iinverf [—ln(x)_t(vofDo)] +
2(Dot)2
exp [vo ln(x)] inverf [ln(x)+t(v0+D0)] (21)
1
Do 2(Dot)2

Philip [18] presentd soluciones de la ecuacion de
difusion-conveccion en dos y tres dimensiones
considerando flujo radial estacionario y difusividad
proporcional a una potencia del nimero de Peclet
(Pe™). A continuacidn, se presentan las soluciones
exactas de fuentes puntuales instantaneas y continuas
para el flujo radial en dos y tres dimensiones para un
namero de Peclet con potencia n=2.

Solucién exacta de una fuente instantanea en dos
dimensiones:

1 (5o Zt)
C(x,vy,t) = exp | ——2——| —
xyt (nt)% p 16t
0+2t
—exp[ ]mverf (22)
4-t2

Solucién exacta de una fuente instantdnea en tres
dimensiones:

Cixy,zt) = 11exp ECTTAN B
(mt)2

3
3 Y0)" 3¢
lexp E (;—‘;) ]inverf (DO)—: (23)



Zoppou y Knight [19] presentaron soluciones
analiticas de la ecuacion unidimensional de difusion-
adveccion utilizando coeficientes  variables
espacialmente, donde la velocidad es proporcional a la
distancia y el coeficiente de difusidn es proporcional al
cuadrado de la velocidad. Estas soluciones analiticas se
escribieron para coeficientes constantes y para las
formas conservativas y no conservativas de masa
expresadas en las ecuaciones (24) — (26).

Perfil con coeficientes constantes:

C(x,t) = —mverf [x ToC Vot] +

Co vo(x—%0)] ; X—Xop+vot
7 exp [T] inverf [27\/]3—Ot (24)

Perfil en forma conservadora:

In t(vo+Dg)
Cx,t) = % = inverf [(X)—D\/_Ozo
voln(X In +t(vg+Dg)
exp [—0 DEX")] inverf [—( ) JDTO ° ] (25)

Perfil en forma no conservadora:

n X vot
Cx,t) = mverf [% +
ot
Co voln(%) . ln(%)+v0t
7exp [D—o inverf 27\/]3—“ (26)

Kumar et al. [20] presentaron soluciones analiticas de
la ecuacion unidimensional de difusién-adveccion con
coeficientes variables en un dominio finito
considerando la dispersién dependiente del tiempo a lo
largo de un flujo uniforme en un dominio homogéneo.
La técnica de transformacion de Laplace se utiliz6 en
el desarrollo de estas soluciones analiticas, y también
se introdujeron en el proceso nuevas variables
independientes para el espacio y el tiempo. Las
soluciones se obtuvieron para una condicion de entrada
continua de naturaleza uniforme y creciente.

Condicion de entrada continua de naturaleza uniforme:

C(x,t) = C, [ 1nverf[X Vot]

—exp[ ]mverf[X Vot] [2 + v70(2x0 4

Do

(2x9—Xx)+vgt
] p[ inverf o
vp“t\2 VoXg  (2Xg—x+vyt)?
(nDO) exp[ Do 4Dt ]] (27)
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Condicion de entrada continua de naturaleza creciente:

—=Vpt

20501]

C(x,t) =C, 1nverf[

(L exp [ 2

vg:t] exp [—] 1nverf[ ;;_‘;t + (iv—;:)% [1 +

VoXo _ (2x9—x+Vvot) _
4Dyt
[(ZXO —X) +E+—(2x0 -x+

_1 Vox
2[1+Do+

v—° (ZX0 X+ vot)] exp [

. (2%9-X)+Vot
Vot)z] exp [%] inverf [%J_:tv" (28)

Kumbinarasaiah y Nirmala [21] presentaron soluciones
analiticas de la ecuacion unidimensional de adveccion-
difusion utilizando un método llamado método de
colocacion de polinomios de Hosoya (HPCM). Este
método desarrolla una matriz de integracién
operacional de los polinomios ortonormales de los
graficos de trayectoria de Hosoya (OHPG) para
calcular el escalar conservado y convertir la ecuacién
de difusion-adveccion en un sistema algebraico en el
que se resuelve como un sistema de ecuaciones
utilizando el método de Newton. A continuacion, se
presentan dos soluciones para la ecuacion de difusién-
adveccion.

C(x,t)

1 —(x—1-vyt)?
= Vit O [ Do(4t+1) ] (29)

C(x,t) = 1nverf [ ]+ exp[ ]mverf X+V°t] (30)

or

Los escalares conservados C obtenidos en las
soluciones analiticas se evaltan utilizando la ecuacién
(31) para determinar la longitud de la Illama en
quemadores circulares.

2

L= -l (1) () (@

4Do In(1-0) \1,/ \ ¢

2.5. Error relativo y error relativo medio

Para evaluar la concordancia entre los resultados
experimentales obtenidos por Quezada [22] y los
resultados obtenidos con los modelos M2 y M3, se
determiné el Error Relativo (ER) y el Error Relativo
Medio (ERM). Estos errores estan definidos por las
expresiones dadas en las ecuaciones (32) y (33),
respectivamente.

N[ exp = LOMzM3]
ER = i=1 D 2
Z 1(Lf)exp (3 )
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ERM = = (33)
Donde,  (Lpexp  representa  los  resultados

experimentales obtenidos por Quezada [22].
3. Resultados y discusiones

Comprender y predecir el comportamiento previsto de
los pardmetros de combustidn es crucial, ya que las
mezclas se pueden adquirir en diversas proporciones.
Por lo tanto, para una mezcla de GN-H2-CO2 y el
oxidante, la reaccion de combustién resultante es:

xH, + yCO, + (1 — x — y)NG + ak(0, + 3.76N,) —

Donde o es el exceso de aire normalizado, k es el
coeficiente de oxigeno estequiométrico para la
reaccion de combustion y los coeficientes y, w y z
dependen del contenido de C, H2 y N2 del gas natural,
respectivamente.

Como gas de referencia se consider6 gas natural
comercial, cuya composicién molar es 90,8% CH4, 6%
C2H6, 1,2% C3H8, 0,5% CO2 y 1,5% N2, con un
poder calorifico inferior (PCI) de 47,82 MJ/Nm?® [23].
La pureza del H2 utilizado es del 99,9% y la pureza del
CO2 utilizado es del 99,2%.

3.1. Resultados de los modelos M1, M2 y M3

En esta seccion se presenta la evolucion del escalar
conservado de una fuente instantinea en forma
bidimensional y tridimensional para una potencia de
entrada de 2 kW, considerando cinco mezclas de GN-
H2-CO2. Para el modelo M2 en estado estacionario,
una fuente bidimensional se ubicaenx, =5yy, =5,
con un coeficiente de difusion de D, = 2, mientras que
el coeficiente de velocidad v,varia en funcion de las
mezclas y las geometrias del quemador. Por el
contrario, el modelo M3 en estado estacionario
involucra una fuente tridimensional enx, = 5,y, = 5,
Yy zg=5, con Db =02y v,  =—1, donde las
velocidades vy ) y Vy,Son especificas para cada mezcla.

Los perfiles para los modelos M2 y M3 en estados
estables y transitorios para el gas 1: 100%GN se
muestran en la Figura 1.

La Figura 2 ilustra la correlacidn entre la longitud de la
llama y el escalar conservado C obtenido a partir de los
modelos M1, M2 y M3 en condiciones estables y
transitorias, considerando una entrada de potencia de 2
kW para comparacion. Las observaciones de ambos
modelos incluyen: (i) Con respecto al tiempo, se
observa que las longitudes de llama durante el estado
transitorio en t = 0,1 son mayores que las del estado

estable. (ii) Con respecto a la composicion del gas, el
Gas 20 exhibe una longitud de Ilama mayor debido a
su menor contenido de carbono, lo que resulta en un
coeficiente de oxigeno estequiométrico k reducido en
comparacioén con otros gases con el mismo diametro
hidraulico y entrada de potencia. Hallazgos similares
fueron informados por Piemsinlapakunchon et al. [57]
y Li et al. [58]. Ademés, se observa que las longitudes
de llama obtenidas de M3 para todos los gases son
mayores en comparacion con las de M2. Este aumento
en la longitud de la llama se atribuye a la incorporacion
de difusion axial y conveccion a lo largo del eje z en
M3.

3.2. Validacion de los modelos M2 y M3

Los modelos tedricos M2 y M3 se validan utilizando
las composiciones analizadas en el estudio
experimental realizado por Quezada [22], junto con
otras soluciones analiticas de la ecuacion de difusion
en una, dos y tres dimensiones. Estas soluciones
analiticas fueron adaptadas en este estudio para
estudiar la longitud de la llama difusiva.

La Figura 3 muestra los resultados de estas
comparaciones para los dos gases en estudio, asi
mismo se observa que el Gas A exhibe la longitud de
Ilama maés alta en todos los resultados para una misma
potencia. Este alargamiento se atribuye al mayor
contenido de carbono en la composicion del Gas A, lo
que da lugar al coeficiente estequiométrico de oxigeno
k més alto entre todas las mezclas, lo que se traduce en
la mayor longitud de llama. El impacto del CO. en la
composicion del Gas B también es evidente, lo que
contribuye a una reduccién de la longitud de la llama.

La Figura 3 también muestra que al comparar la
longitud de llama del modelo M3 en el estado
transitorio con los resultados de otras soluciones
analiticas, se observa un comportamiento similar al
considerar las propiedades de los gases individuales.
Para el Gas A, se observa que el valor de ER es menor
para un modelo tridimensional (< 2%), seguido de un
modelo bidimensional (7-9%), mientras que se obtiene
un valor de ER més alto para un modelo
unidimensional  (16-26%), lo que indica la
insuficiencia de este Gltimo modelo. Una excepcion se
encuentra en los modelos unidimensionales propuestos
recientemente por Kumbinarasaiah y Nirmala [21], que
exhiben un valor de ER entre 3-7%. A diferencia de
otros modelos unidimensionales tradicionales, este
método propuesto emplea una matriz de integracion de
dos polinomios ortonormales de graficos de trayectoria
de Hosoya (OHPG) para -calcular el escalar
conservado. Esto da como resultado un modelo
practico que demuestra resultados prometedores
similares a los de los modelos bidimensionales y
tridimensionales.
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Figura 1. Perfiles de los modelos M2 y M3 ubicados en xo=5, Yo=5y z0=5, 2 kW, Gas 1: 100% GN.
Fuente: elaboracion propia.
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Figura 2. Longitud de Ilama de los modelos M1,
M2 y M3 en mezclas GN-H,-CO,, dh=12,6 mm.
Fuente: elaboracién propia.

Los valores de ER obtenidos con los modelos M2 'y M3
para cada gas indican que estos valores fluctian menos
del 10% en estado estacionario y menos del 30% en
estado transitorio. Por lo tanto, ambos modelos M2 y
M3 se consideran aceptables para determinar la
longitud de llama, teniendo en cuenta las propiedades
de cada mezcla.

4. Conclusiones

Se presentaron soluciones analiticas de la ecuacion de
difusion de llama para comprender y analizar el
mecanismo que rige la longitud visible de las llamas
difusivas en mezclas de gas natural e hidrogeno. La
ecuacion original de Roper (M1) se derivo. Los
modelos M2 y M3 ampliaron la teoria de Roper (M1)
al derivar ecuaciones en dos y tres dimensiones en
estados estables y transitorios proporcionando nuevas
ecuaciones para la llama difusiva.

Los modelos tedricos M2 y M3 se validaron tanto en
estado estable como transitorio utilizando los
resultados experimentales de Quezada y otras
soluciones analiticas en una, dos y tres dimensiones.
Los valores de ER derivados de los modelos M2 y M3
indicaron variaciones inferiores al 10% en estado
estable e inferiores al 30% en estado transitorio. En
consecuencia, el rendimiento general de ambos
modelos se considera satisfactorio, y el modelo M3
exhibe una mayor precision.
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Figura 3. Comparacién de los modelos M2 y M3 con los hallazgos experimentales obtenidos por Quezada [22] y otras soluciones analiticas.
Dy = 7.55mm, vyg = 1.51x107°m? /s ¥ v¢o, = 8.03x107°m?/s. Nomenclatura: Coeficientes Constantes (CC), Forma Conservativa
(C), Forma No Conservativa (NC), Naturaleza Uniforme (UN), Naturaleza Creciente (GN), Primera Solucion (S1) y Segunda Solucion

(S2). Fuente: elaboracion propia.

Los modelos tedricos M2 y M3 sirven como base para
el avance de estudios teéricos y experimentales
extensos. En consecuencia, la investigacion futura
podria explorar las siguientes areas: examinar la
emision de radiacion térmica de llamas difusivas
mediante la integracion del escalar conservado
radialmente en un régimen transitorio 3D. Ademaés,
comprender la longitud de la Ilama es crucial en las
investigaciones relacionadas con la estabilidad de la
Ilama, como los pardmetros de despegue (lift-off) y de
extincion (blow-out).

5. Agradecimientos

Este estudio fue financiado por la Coordenacéo de
Aperfeicoamento de Pessoal de Nivel Superior — Brasil
(CAPES) — Codigo de Finanzas 001. Los autores
agradecen al Conselho Nacional de Desenvolvimento
Cientifico e Tecnologico (CNPq) por apoyar este
trabajo a través del Proyecto 200067/2024-9 y a la
Comisiéon Nacional de Investigacion Cientifica y
Tecnolbgica de Chile por apoyar este trabajo a través
del Fondecyt Regular 1230656.

6. Referencias
[1] M. De Falco, A. Basile. Enriched methane. The first

step towards the hydrogen economy, First edition,
Springer, Switzerland, 2016 [en linea]. Disponible en:

https://link.springer.com/book/10.1007/978-3-319-
22192-2

[2]1 R. Herndndez, D. Tuma, D. Lozano, C.R.
Chamorro. “Accurate experimental (p, p, T) data of
natural gas mixtures for the assessment of reference
equations of state when dealing with hydrogen-
enriched natural gas”. Int J Hydrogen Energy, pp.
21983-21998, 2018 [en linea]. Disponible en;
https://doi.org/10.1016/j.ijhydene.2018.10.027

[3] S. Eckart, G. Pio, T. Zirwes, F. Zhang, E. Salzano,
H. Krause, H. Bockhorn. “Impact of carbon dioxide
and nitrogen addition on the global structure of
hydrogen flames”. Fuel, vol. 335, 2023 [en linea].
Disponible en:
https://doi.org/10.1016/j.fuel.2022.126929

[4] A. Restrepo, M. Viana, A. Colorado, A.A. Amell.
“Experimental investigation of hydrogen enriched
natural gas diffusion reactions using preheated air in a
hot coflow burner”. Int J Hydrogen Energy, vol. 48, pp.
337-349, 2023 [en linea]. Disponible en:
https://doi.org/10.1016/j.ijhydene.2022.09.232.

[5] K.A. Francis, R. Sreenivasan, V. Raghavan.
“Investigation of structures and reaction zones of
methane-hydrogen laminar jet diffusion flames”. Int J
Hydrogen Energy, vol. 36, pp. 11183-11194, 2011 [en



10

linea]. Disponible en:
https://doi.org/10.1016/j.ijhydene.2011.06.002

[6] A.J. Gee, Y. Yin, K.K. Foo, A. Chinnici, N. Smith,
P.R. Medwell. “Toluene addition to turbulent
H2/natural gas flames in bluff-body burners”. Int J
Hydrogen Energy, vol. 47, pp. 27733-27746, 2022 [en
linea]. Disponible en:
https://doi.org/10.1016/j.ijhydene.2022.06.154

[7] T. Boushaki, H. Zaidaoui, S. Chakchak, A. Ghabi,
A.LLA. EI-Rahman, A.F. Ghoniem. “Impact of Oxygen
Enrichment and CO2-H20 Dilution on Stability and
Pollutant Emissions of Non-Premixed Swirling
Turbulent Flames”. Flow Turbul Combust, vol. 112,
pp. 673-688, 2024 [en linea]. Disponible en:
https://doi.org/10.1007/s10494-023-00454-x

[8] S.P. Burke, T.E.W. Schumann. “Diffusion flames”.
Proceedings of the Symposium on Combustion, vol. 1—
2, pp. 2-11, 1928 [en linea]. Disponible en;
https://doi.org/10.1016/S1062-2888(65)80003-X

[9] F.G. Roper. “The prediction of laminar jet diffusion
flame sizes: part I. theoretical model”. Combust Flame,
vol. 29, 219-226, 1977 [en linea]. Disponible en:
https://doi.org/10.1016/0010-2180(78)90137-2

[10] F.G. Roper, C. Smith, A.C. Cunningham. “The
prediction of laminar jet diffusion flame sizes: part II.
experimental verification”. Combust Flame, vol. 29,
pp. 227-234, 1977 [en linea]. Disponible en:
https://doi.org/10.1016/0010-2180(77)90113-4

[11] C. Zoppou, J.H. Knight, “Comment on: A space-
time accurate method for solving solute transport
problems by S. G. Li, F. Ruan, and D. McLaughlin”.
Water Resour Res, vol. 30, pp. 3233-3235, 1994 [en
linea]. Disponible en:
https://doi.org/10.1029/94WR01492

[12] D.J. Marifios Rosado, A.Z. Mendiburu, E.B.
Machin, D.T. Pedroso, J.A. de Carvalho. “Theoretical
study of the expansion of Roper’s theory on the laminar
jet diffusion flame length in 2D and 3D in natural gas
and hydrogen mixtures”. Int J Hydrogen Energy, vol.
77, pp. 1352-1374, 2024 [en linea]. Disponible en:
https://doi.org/10.1016/j.ijhydene.2024.06.277

[13] P.K. Kundu, I.M. Cohen. Fluid Mechanics,
Second edition, Academic Press, Orlando, Florida,
2002 [PDF]. Disponible en:
https://dl.icdst.org/pdfs/files1/c1267d289a227533bb6
042b5abb716e5.pdf

[14] T. Geoffrey. “Dispersion of soluble matter in
solvent flowing slowly through a tube”. Proceeding of
the Royal Society of London, Mathematical and
Physical Sciences, vol. 219, pp. 186-203, 1953 [en

XVI CIBIM — 2024, Concepcién

linea]. Disponible en:
https://doi.org/10.1098/rspa.1953.0139

[15] C.J. Chen, H.C. Chen. “Finite Analytic
Numerical Method for Unsteady Two-Dimensional
Navier-Stokes Equations”, J Comput Phys, vol. 53, pp.
209-226, 1984 [en linea]. Disponible en:
https://doi.org/https://doi.org/10.1016/0021-
9991(84)90038-X

[16] E.J. Parish, C.R. Wentland, K. Duraisamy.
“The Adjoint Petrov—Galerkin method for non-linear
model reduction”. Computer Methods in Applied
Mechanics and Engineering, vol. 365, pp. 112991,
2020 [en linea]. Disponible en:
https://doi.org/10.1016/j.cma.2020.112991

[17] S.G. Li, F. Ruan, D. McLaughlin. “A space-time
accurate method for solving solute transport
problems”. Water Resour Res, vol. 28, pp. 2297-2306,
1992 [en linea]. Disponible en:
https://doi.org/10.1029/92WR01009

[18] J.R. Philip. “Some exact solutions of convection-
diffusion and diffusion equations”. Water Resour Res,
vol. 30, pp. 3545-3551, 1994 [en linea]. Disponible en:
https://doi.org/10.1029/94WR01329

[19] C. Zoppou, J.H. Knight. “Analytical solutions for
advection and advection-diffusion equations with
spatially variable coefficients”. Journal of Hydraulic
Engineering, vol. 123, pp. 144-148, 1997 [en linea].
Disponible en: https://doi.org/10.1061/(asce)0733-
9429(1997)123:2(144)

[20] A. Kumar, D. Kumar, N. Kumar. “Analytical
solutions of one-dimensional advection-diffusion
equation with variable coefficients in a finite domain.
Journal of Earth System Science, vol. 118, pp. 539-
549, 2009 [en linea].  Disponible  en:
https://doi.org/10.1007/s12040-009-0049-y

[21] S. Kumbinarasaiah, A. Nirmala. “Numerical
solution of Advection—Diffusion Equation using Graph
theoretic polynomial collocation method”. Results in
Control and Optimization, vol. 12, pp. 100245, 2023
[en linea]. Disponible en:
https://doi.org/10.1016/j.rico.2023.100245

[22] L.A. Quezada. “Experimental study of stability
and emission of thermal radiation in non-premixed
natural gas flames diluted with carbon dioxide”.
Federal University of Rio Grande do Sul, 2017 [en
linea]. Disponible en:
https://lume.ufrgs.br/handle/10183/178794

[23] Gasnet. Gas natural: composicdo do gas natural
comercial, 2013 [en linea]. Disponible en:
https://www.gasnet.com.br/GasNatural/OGasComplet
o#tgasl


https://www.sciencedirect.com/journal/computer-methods-in-applied-mechanics-and-engineering
https://www.sciencedirect.com/journal/computer-methods-in-applied-mechanics-and-engineering
https://doi.org/10.1016/j.cma.2020.112991

