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Resumo: O objetivo do presente trabalho é calcular numericamente os coeficientes de salto de
temperatura e pressao na evaporagao/condensa¢ao em uma interface vapor-liquido, ou sublima-
¢ao/deposigao em uma interface vapor-solido, utilizados nas condigdes de contorno para resolver
as equagoes de Navier-Stokes-Fourier em sistemas com baixa ou moderada rarefagdo do gas. A
modelagem é feita com base em um modelo cinético para a equacao integro-diferencial de Boltz-
mann linearizada com condigao de contorno de completa ou parcial evaporagao/condensacao
na interface. O método iterativo de velocidades discretas é utilizado para resolver o problema
numericamente. Como resultados, os valores dos coeficientes de salto de temperatura e pressao
sao apresentados para diferentes valores de coeficientes de evaporagao/condensagao na interface
e os perfis de temperatura e pressao na camada de Knudsen (camada adjacente a interface cuja
espessura ¢ da ordem de grandeza do livre caminho médio molecular) sao mostrados.

Palavras-chave: transicao de fase; equacao de Boltzmann; salto de temperatura e pressao.

Abstract: The aim of the present work is to calculate the temperature and pressure jump
coefficients in evaporation/condensation at the vapor-liquid interface, or sublimation /deposition
at the vapor-solid interface, used in the boundary conditions to solve the Navier-Stokes-Fouerier
equations in low or moderate rarefied gas systems. The calculation is based on a kinetic model
for the linearized Boltzmann equation subject to complete or partial phase transition at the
interface. The discrete velocity method is applied to solve the problem numerically. As results,
the jump coefficients are presented for some values of evaporation/condensation coefficient at
the interface. Moreover, the temperatura and pressure profiles in the Knudsen layer (a thin layer
with thickness of a few free molecular paths) are shown.

Keywords: phase transition; Boltzmann equation; temperature and pressure jump.

1 Introdugao caracterizar o grau de rarefacdo do gés. Para
sistemas gasosos com Kn < 1, a hipdtese de
meio continuo é valida e, consequentemente,
as equagoes de Navier-Stokes-Fourier podem
ser aplicadas. Entretanto, é necessario aplicar
condigoes de contorno apropriadas que levem

Em teoria cinética dos gases, problemas que
envolvem evaporagao/condensacao tém sido
estudados por muitos autores com base na
equagao de Boltzmann [1] e no método de sim-
ulacio direta de Monte Carlo [2]. O nimerode €M consideragao os efeitos de rarefacao do

Knudsen, denotado por Kn e definido como a 885, €& saltos das grandezas termodindmi-
cas como pressao e temperatura na interface.

Para sistemas gasosas com Kn > 1, o livre
caminho médio molecular é muito grande em

razao entre o livre caminho médio molecular
e um comprimento caracteristico do sistema
gasoso em estudo, é o parametro utilizado para



comparagao com o comprimento caracteristico
do problema e, consequentemente, as equagoes
da mecénica dos meios continuos nao sao val-
idas para descrever os fenémenos de inter-
Nesse caso, denominado de regime de
moléculas livres, as interacbes intermolecu-
lares podem ser desprezadas e a interagao gés-
superficie é predominante. Quando Kn ~ 1, o
regime é denominado de regime de transicao.
Em ambos os casos Kn > 1e Kn ~ 1, uma
abordagem microscopica, e.g. teoria cinética
dos gases ou dindmica molecular, deve ser uti-
lizada para descrever os fenémenos de inter-
esse.

esse.

Em problemas que envolvem transicao de
fase em sistemas com baixa ou moderada
rarefacdo do gés, correspondendo a 0 <
Kn < 0.1, as equagoes de Navier-Stokes-
Fourier, amplamente conhecidas e utilizadas
na engenharia, podem ser utilizadas desde que
condicoes de contorno apropriadas de salto
de temperatura e pressao na interface sejam
utilizadas. A condi¢do de continuidade da
temperatura e da pressao na interface vapor-
liquido ou vapor-sélido nao é valida porque ex-
istem saltos dessas grandezas em condigoes de
nao-equilibrio termodindmico. Os coeficientes
de salto de temperatura e pressao sao obti-
dos via métodos de teoria cinética ou exper-
imentalmente. Geralmente, os valores teoricos
obtidos por Cipolla et al. [3] para os coefi-
cientes de salto de temperatura e pressao sao
utilizados. De fato, existe escassez de dados
na literatura para os coeficientes de salto de
temperatura e pressao. Cipolla et al. usaram
o método variacional para resolver o modelo
proposto por Bhatnagar, Gross e Krook [4], de-
nominado de modelo BGK, para a equagao lin-
earizada de Boltzmann. Nesse contexto, é im-
portante mencionar que atualmente, apesar da
infraestrutura computacional disponivel para
calculo numérico, resolver a equacao de Boltz-
mann ainda é um desafio. Devido a isso, mode-
los cinéticos que visam simplificar a equagao de
Boltzmann mantendo suas propriedades fun-
damentais, correspondendo & conservacao de
massa, momentum e energia, e o teorema H de
Boltzmann equivalente & segunda lei da ter-
modindmica, ainda sdo muito utilizados. O
modelo BGK também foi utilizado por outros
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autores para obter os coeficientes de salto de
temperatura e pressao usando outras aborda-
gens numeéricas, e.g. [5, 6]. Sone et al. [7] us-
aram a equacao de Boltzmann na forma orig-
inal para determinar os coeficientes de salto
de temperatura e pressao devidos ao fluxo de
massa na interface e mostraram que a diferenca
com os resultados obtidos via modelo BGK
é aproximadamente 2%, fato que evidencia a
vantagem de usar um modelo cinético (o custo
computacional é menor).

No presente trabalho, os coeficientes de
salto de temperatura e pressao sao calcula-
dos numericalmente com base no modelo pro-
posto por Shakhov [8] para a equagao de Boltz-
De acordo com a liter-
atura, o modelo de Shakhov é mais apropri-
ado para modelar problemas que envolvem
ambas as transferéncias de massa e calor.
Como condi¢ao de contorno, transi¢ao de fase
completa e partial é assumida. Os coefi-
cientes de salto de temperatura e pressao sao
tabelados em funcao do coeficiente de evapo-
ragao/condensagao, ou sublimagao/deposigao,
na interface. O perfil do desvio de temperatura
do vapor em relacao & temperatura da su-
perficie liquida, ou sélida, é apresentado para
a comparacao teoria cinética versus mecénica
dos meios continuos.

mann linearizada.

2 Formulagao do problema

Considera-se um gas no espacgo semi-infinito
2/ > 0 limitado por um plano da sua fase con-
densada em 2’ = 0. A superficie da fase con-
densada (liquido ou sélido) tem temperatura
To e a pressao de saturacao é pg. A densi-
dade de nimero de moléculas é denotada por
ng e po = nokTy, com k denotando a constante
de Boltzmann. Longe da interface, o gés esta
em equilibrio termodindmico com pressao poo,
temperatura To,, densidade no, e velocidade
(Uso,0,0). A transigao de fase ocorre devido a
pequenos gradientes de pressao e temperatura
no vapor, na dire¢ao x’, os quais sao denotados
por Xp e X7 e definidos na equagao (1).
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A grandeza ¢y = pgvg/po € um comprimento
equivalente ao livre caminho médio molecular,
com pg denotando a temperatura do vapor a
temperatura Tp, vo=+/2kTy/m é a velocidade
molecular mais provavel, m é a massa molecu-
lar.

Longe da fase condensada, no limite #’ —
00, a pressao do gas é constante. Entretanto, a
temperatura e a densidade sao fungoes lineares
de 2/, dadas nas equagoes (2) e (3).

T(z') = Ty <1+ EOXT> (2)

W (i-2x) o

Tw € ny, denotam a temperatura e a densi-
dade do vapor na superficie condensada. Essas
grandezas sofrem um salto na interface e, por-
tanto, sA£o escritas em termos dos coeficientes
de salto de temperatura e densidade, denota-
dos por €7 e €,, conforme mostrado na equagao

(4).

Tw =To(1+e€r), ny=no(l+e,) (4)
Os coeficientes de salto de temperatura e
densidade sao calculados do ponto de vista

macroscopica, ou seja, fora da camada de
Knudsen, conforme mostrado nas equagoes (5)

e (6).

= i [T
om g [PE)m]

As grandezas com indice NJ (No Jump) sao
calculadas das equagoes (2) e (3) assumindo
Tw = Ty e ny = ng. E importante notar
que os coeficientes de salto sao calculados fora
da camada de Knudsen, mas sao utilizados em
condigoes de contorno em ' = 0. Isso é justi-
ficado pelo fato de que a espessura da camada
de Knudsen é muito pequena. O coeficiente de
salto de pressao é calculado conforme mostra
a equagao (7).

ep=¢er+e€, (7)

O objetivo do trabalho é calcular os coefi-
cientes de salto de temperatura e pressao, er
e ep, numericamente utilizando o modelo pro-
posto por Shakhov para a equacdo de Boltz-
mann linearizada.

3 Meétodologia

3.1 Equacgao cinética

A linearizacao da equag¢ ao de Boltzmann é
feita usando a representacao dada na equacao
(8) para a funcao de distribui¢ao de veloci-
dades moleculares.

f(z,c) = fo[l 1+ T (x,c)XT—i—h(")(x,

c) X

(8)
Por conveniéncia, a coordenada z=x'/{; e a ve-
locidade molecular c=v /vy adimensionais sao
introduzidas. As funcées h(T)(z, c) e h(¥(z,c)
sao chamadas de perturbacbes causadas por
X7 e Xy, definidos na equacao (9).

1 dT

X
T= 1% dz

<1 (9)

<1 x=|5

A fungao fp, dada da equagao (10), é a fungao
de Maxwell na interface. Usando a represen-
tagao dada em (8), o modelo de Shakhov para
a equagao de Boltzmann linearizada é escrito
conforme mostra a equagao (10).

Oh®) .
0 2
[ or vy’ + <c

_ g) NONEWN0

— —Z2) gD —n®, =T, 1
150 <c 2>q h 7 u  (10)

No lado direito da equagao (10) aparecem as
grandezas macroscopicas do vapor correspon-
dendo aos desvios de densidade e temperatura
dos valores na interface, velocidade e fluxo de

calor na diregdo x, dados nas equagoes (11)-
(14).

, 1
v (z) = ey /h( )(x,c)e ~dc (11)

. 2 3 , 2
() _ 2 2 7 —c
TV (z) = 337 / (c 2> h (z,¢)e™ de

. 1 ,
u (z) = =y /cxh(z) (:E,C)e_62 de (13)




3.2 Condigao de contorno

Transicao de fase completa ou parcial é as-
sumida na interface, ou seja, em ' = 0. As-
sim, assume-se que uma fracdo o das molécu-
las de vapor incidentes na superficie liquida ou
solida sofre transicao de fase enquanto que o
restante, 1 — O co-
eficiente o é chamado de coeficiente de evap-
oragao/condensagao ou sublimagao/deposigao.
De acordo com a Ref. [9], em 2 = 0, a fungao
de distribuicao das moléculas emitidas da in-
terface é dada conforme equagao (15.

o, sofre reflexdo difusa.

fO,c)=0cfo+(1—=0)fr, x>0 (15)
A fungao f, = n,fo/no é a fungao de dis-
tribuicao das moléculas que nao sofrem tran-
sicao de fase e sao refletidas difusamente da
superficie. Apoés introduzir a representacao
dada em (8) em (15), as condigoes de contorno
para resolver as equagoes dadas em (10), para
i =T, u, sdo obtidas conforme equagao (16).
h(Z) (05 C) = _(1 - 0)5(1)7 i=T,u (16)
A constante £ ¢é obtida da condicdo de im-
permeabilidade na superficie para as moléculas

que nao sofrem transicao de fase. Essa con-
stante ¢ dada na equacgao (17).
@ _ 2 (i) —c?
&Y = — ch'V(0,c)e”™ de (17)
™ cx<0

3.3 Condigao longe da interface

Longe da interface, no limite 2’ — oo, a fungao
de distribuicao de velocidades moleculares é
dada pela solugao de Chapman-Enskog [10].
Para o problema em questao, a solugao de
Chapman-Enskog permite encontrar os com-
portamentos assintoticos das fungdes de per-
turbacao conforme mostrados nas equagoes

(18) e (19).

lim AT (z,¢c) = eg) + <c2 - 2) e(TT)

T—r00

lim A" (z,¢) = e%) + <02 — §> egl)

T—r00
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(19)

As representagoes dadas nas equagoes (20) e
(21) foram usadas.

+2¢,

er = e(TT)XT + egy)Xu (20)
€p = eg)XT + e%)Xu (21)

3.4 Método numérico

Como a solugao do problema depende de 4
variaveis, especificamente a coordenada x e as
componentes (¢, cy,c,) da velocidade molec-
ular, duas novas func¢oes, dadas nas equagoes
(23) e (24), sao introduzidas com o objetivo
de eliminar a dependéncia da solugéao numérica
nas componentes ¢, € c, e, consequentemente,
diminuir o custo computacional dos célculos
numeéricos.

¢z, c,) = //h(Z (x,c)e —cy—c2 deyde,

(22)

2 2
@ (x,cq) = — // (x,c)e” v =

(cy + ¢ —1)deyde, (23)

Assim, podemos reescrever as equacoes cinéti-
cas dadas em (10) como um sistema de
equagoes, conforme mostrado nas equagoes
(24) e (25).

(@) A .
Cx agx =0 4 (c — %) 70 4 2¢,u

4 23\ @) _ )

= _2 _ 24

G (c 2) ¢ —¢ (24)
Co—r— ) 7@ 4 4= 1 g — ) (25)

Ox 15
As grandezas macroscopicas dadas em (11)-
(14) também sao reescritas em termos das no-
vas funcgoes conforme mostrado nas equagoes

(26)-(29).

V() = % /(;S(i) (x,cx)e_ci de,  (26)

@) BI/K

w )(ac cm)] Idcm

) o (2, cp)+

(27)

u®(z) = %/cm(i)(:lc,cx)e_c2 de;  (28)
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¢ (2) = % / Co [(cg - g) o9 (z, )
+ @ (z, Cm):| e % deg (29)

As condigoes de contorno dadas em (16) sao
reescritas em termos das novas fungoes con-
forme mostrado nas equagoes (30) e (31).

6@(0,¢,) = —(1 - )€™,

»D(0,¢,) =0,

Similarmente, os comportamentos assintoticos
mostrados em (18) e (19) sao escritos em ter-
mos das novas func¢oes conforme mostrado nas
equagoes (32)-(35).

>0 (30)

¢z >0 (31)

lim ¢ (z,c,) = eg) + (ci - ;) e(TT)

T—00

. T 3
xl;lgo VTN, ¢p) = e(T [ ¢
+2¢, (33)
. u (u 3 u)

xlggo(ﬁ( Nz, cp) = ep) + <ci — 5) e(T
+2c, (34)
Tim 40 (z,¢,) = €Y (35)
As equagoes acopladas dadas em (24) e (25)

sujeitas as condigoes dadas nas equagoes (30)-
35) sao resolvidas numericamente via método
de velocidades discretas, o qual é muito uti-
lizado na &area de teoria cinética dos gases e
cujos detalhes podem ser encontrados na Ref.
[11].

Usando as defini¢oes dadas nas equagoes
(5) e (6), os coeficientes de salto de temper-
atura e densidade sao calculados em termos
dos desvios de densidade e temperatura con-
forme mostrado nas equagoes (36) e (37).

e(TT) = zan;o(T(T) — ), egfé) = mlbn;o (@) (36)

el = lim W +2), €W = lim v™ (37)
Z—00 T—00

Portanto, a solu¢ao do modelo de Shakhov
permite encontrar os perfis dos desvios de

temperatura e densidade dos respectivos val-
ores na interface e, posteriormente, usando as
equagoes (36) e (37) obter os coeficientes de
salto de temperatura e densidade. Da equagao
(7), os coeficientes de salto de pressao sao es-
critos conforme dados na equagao (38).

() _ (T)

€p  =€r +E’£LT)’ Eg)zeg?)jLE%u) (38)

4 Resultados

A Tabela 1 mostra uma comparagao com dados
encontrados na literatura para o caso de com-
pleta transigdo de fase na interface. Os resul-
tados apresentados por Pao [12], Cipolla et al.
[3], Sone e Onishi [5] foram obtidos usando o
modelo BGK e métodos numéricos diferentes.
Além disso, Sone e Onishi [5] apresentam so-
mente os coeficientes de salto devidos & forca
termodindmica X,, ou seja, somente o trans-
porte de massa ¢ considerado. Na Ref. [7], os
coeficientes de salto foram obtidos via solugao
da equagao de Boltzmann exata, ou seja, sem
o uso de um modelo cinético para simplificar o
termo colisional. De acordo com os dados da
Tabela 1, os resultados obtidos no presente tra-
balho estao em boa concordancia com os resul-
tados obtidos pelos outros autores. Ademais,
os resultados mostram que apesar do termo
colisional das equagoes cinéticas utilizadas em
diferentes trabalhos serem diferentes, os resul-
tados obtidos para os coeficientes de salto sao
praticamente os mesmos. A comparacido com
os resultados da Ref. [7] mostra uma difer-
enca de aproximadamente 0.5% para o coefi-
ciente de salto de pressao e de aproximada-
mente 2% para o coeficiente de salto de tem-
peratura. Isso mostra que os modelos cinéticos
fornecem resultados em boa concordancia com
aqueles obtidos via equagao de Boltzmann com
a vantagem de um menor custo computacional.

A Tabela 2 apresenta os coeficientes de
salto de temperatura e pressao na interface
para alguns valores de coeficiente o. Note que,
o = 1 corresponde ao caso de completa evap-
oragao/condensacao ou sublimagao/deposi¢ao
na interface, enquanto que o # 1 significa que
uma fracdo o das moléculas incidentes sofre
transicao de fase e o restante, 1 — o, sofre re-
flexao difusa. Os resultados obtidos para o=1
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Tabela 1: Coeficientes de salto de temperatura e pressdo no caso de completa transicao de fase

(0=1).
Jump Present Cipolla et al. Pao Sone/Onishi  Sone et al.
Coefficient ~ Work Ref.[3] Ref.[12] Ref. [5] Ref. [7]
e 1.9540 1.9309 1.9540 — —
) 0.8376 0.8385 0.8376 — —
e -0.4467 04472 -0.4468  -0.4467 -0.4557
W 21320 -2.1254  -2.1322  -2.1320 -2.1413

Tabela 2: Coeficientes de salto de temperatura e pressao na interface

o Eg—‘T) G(PT) 65114) eg)

0.1 1.9540 0.8404 -0.4467 -33.9467
0.2 1.9540 0.8389 -0.4468 -16.3102
0.4 1.9540 0.8381 -0.4468 -7.4489
0.6 1.9540 0.8379 -0.4468 -4.4951
0.8 1.9540 0.8377 -0.4468 -3.0182
1.0 19540 0.8376 -0.4467 -2.1320

estao em boa concordancia com os resultados
apresentados nas Refs. [12, 3|, os quais foram
obtidos com base na solu¢ao numérica do mod-
elo BGK e usando outras abordagens numéri-
cas.

De acordo com os resultados tabelados, os

coeficientes de salto de temperatura, eg,,T) e egﬁ ),

nao dependem do coeficiente o, mas os coe-

ficientes de salto de pressdo, eg) e eg;b), de-
pendem desse coeficiente. EI(DT) aumenta com

a diminui¢do de o, mas o desvio méximo da
condicao de completa transicao de fase é menor
que 0,5%. O coeficiente ez(gu) é negativo e a sua
magnitude aumenta com a diminui¢ao de o.
Entretanto, um desvio em relagao ao caso de
completa transicao de fase maior que 100% ja
é observado quando 0=0.6, ou seja, o coefi-
ciente de salto de pressao devido & forca ter-
modinamica X, depende fortemente do coefi-
ciente ¢ na interface.

Para mostrar a importancia do uso dos co-
eficientes de salto de temperatura e pressao
nas condi¢oes de contorno para resolver as
equagoes da mecanica dos meios continuos
(MMC), os perfis dos desvios de temperatura
e pressao em funcao da distancia adimensional
x devidos as forcas termodindmicas X1 e X,

sao mostrados nas Figuras 1 e 2. Nesse con-
texto é importante mencionar que a solugao
das equagés da MMC com condigoes de con-
tinuidade de temperatura e pressao na inter-
face leva aos desvios de temperatura e pressao
dado na equacao (39).

T D@)y=z, 7T =0 (39)

Entretanto, quando a condigao de salto de tem-
peratura e pressao é considerada, esses perfis
dependem dos coeficientes de salto conforme
mostrado nas equagoes (40) e (41).

(T)

() _ ({7

D) =D 4z, 7 (40)

W ) _ )

T(“):eT R o

(41)

Nas Figuras 1 e 2, as linhas s6lidas em azul cor-
respondem aos perfis obtidos via teoria cinética
dos gases. As linhas tracejadas correspon-
dem aos perfis obtidos via MMC com condicao
de continuidade da temperatura e pressao na
interface (no jump - verde) e com condigao
de salto de temperatura e pressao na inter-
face (jump - vermelho). De acordo com os
perfis apresentados nas figuras, fora da ca-
mada de Knudsen, os perfis obtidos via teo-
ria cinética dos gases e MMC com condigao
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Figura 1: Desvios de temperatura e pressao devidos a forca termodinamica Xrp.

de salto de temperatura e pressao na interface
sao os mesmos. Entretanto, se a condicao de
continuidade da temperatura e pressao na in-
terface é utilizada, o perfil obtido via MMC
nao concorda com o perfil obtido via teoria
cinética dos gases. Na camada de Knudsen,
o perfil obtido via teoria cinética dos gases é o
correto. Isso mostra a necessidade de corrigir
a condicao de contorno usando dos coeficientes
de salto. Para sistemas gasosos com grau de
rarefacdo baixo ou moderado, os efeitos na
camada de Knudsen podem ser desprezados
e, nessa situacao é mais vantajoso utilizar a
MMC com condicao de salto de temperatura e
pressio na interface. A medida que o nimero
de Knudsen diminui a MMC torna-se invalida
e outras abordagens devem ser utilizadas.

5 Conclusao

No presente trabalho os coeficientes de salto de
temperatura e pressdo em uma interface plana
vapor-liquido ou vapor-sélido foram calculados
numericamente usando o modelo cinético pro-
posto por Shakhov para a equagao de Boltz-
mann linearizada. KEssa abordagem permitiu
obter as grandezas macroscopicas do vapor,
tais como os desvios de densidade e temper-
atura dos respectivos valores de temperatura
na interface e pressao de saturacdo, os quais
foram utilizados para calcular os coeficientes
de salto de interesse. Os resultados obtidos
mostram que o coeficiente de salto de pressao
depende do coeficiente o, o qual indica tran-

sicao de fase completa ou parcial. Os perfis dos
desvios de temperatura e pressao obtidos via
teoria cinética dos gases e MMC com condigao
de salto de temperatura e pressao na interface
mostram a importancia da correta modelagem
de problemas envolvendo transi¢do de fase e o
uso de novas abordagens.
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